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RESUMEN

Laimportancia innegable de la modelizacion de la distribucion de larenta es el origen del presente
trabajo en el que se realiza un estudio, basicamente tedrico, acerca de los sistemas generadores de renta
y se lleva a cabo unarecopilacién de los modelos de probabilidad que se han utilizado, de forma mas o
menos generalizada alo largo del tltimo siglo, para explicar larenta. El estudio realizado es mas exhaus-
tivo en unos casos que en otros, poniendo de manifiesto el caracter pionero de la distribucién de Pareto,
y analizando en muchos de los casos las medidas mas importantes de las distribuciones estudiadas, asi
como larelacion de algtn parametro de las mismas con la desigualdad en el reparto.

Palabras clave: Desigualdad, Distribuciones de Probabilidad, Renta, Sistemas
Generadores.

ABSTRACT

The undeniable relevance of the incomes distribution modeling is the origin of this work in which a
basically theoretical study about the generating systems ofincomes is realized and also has been carried
outacollection of the probability models that had been used, in a more or less general approach along
last century, in order to explain the income. The present work is more exhaustive in some cases thanin
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others, revealing the pioneer character of Pareto distribution, and analyzing in many cases the most
important measures of the studied distributions, any way the relationship between some parameters from
the same ones and the Pareto inequality.

Key-Words: Inequality, Probability Distributions, Income, Generating Systems.
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1. Introduccion

La importancia econdmica y social de la distribucién de la renta y de la desigual-
dad es innegable, partiendo del consenso generalizado de que no puede hacerse
referencia al bienestar de una sociedad sin tener presente cual es la distribucion de
los Ingresos dentro de la misma, asi como que, cada vez con mayor fuerza, las estra-
tegias de los gobiernos van encaminadas a favor del auge de la via del crecimiento y
la igualdad en detrimento de la que persigue como Unico objetivo el crecimiento
econémico.

Son numerosas las teorias propuestas para explicar la "distribucion de la renta”,
aunque a modo de sintesis podrian considerarse dos vias basicas: una que pretende
obtener un conjunto de factores econémicos, sociales e institucionales que permitan
la explicacion de la distribucion® y otra que se basa en la construccion de procesos
estocasticos?. Sin embargo hay que destacar que, junto a los trabajos que siguen
alguna de las vias expuestas, se desarrollaron otros que no pretendian encontrar
explicaciones para la distribucion de la renta, sino que consideraban a tal distribucion
como un dato que permitia analizar diversos aspectos de la realidad social. Este es el
caso del estudio de Bartels (1977), aunque centrandose en los realizados en Espafia
hay que destacar que, considerando esta perspectiva del estudio de la distribucion de
la renta, se observa un claro impulso de las investigaciones sobre el bienestar, la
desigualdad y la pobreza, a raiz de la construccion del Estado de las Autonomias.
Estos andlisis corresponden a un interés por parte de los gobiernos central y autono-
micos acerca de dichos temas con el objetivo de disefiar un conjunto de medidas
politicas destinadas a paliar los posibles desequilibrios existentes entre las diversas
CC.AA.

En definitiva, dada la importancia de la modelizacion de la distribucion de la ren-
ta, por las razones expuestas con anterioridad, en el presente trabajo se realiza un
estudio, desde el punto de vista tedrico, de los sistemas generadores de probabilidad
asi como de las diferentes distribuciones de probabilidad descriptivas de la distribu-
cion de renta.

1. Dentro de esta via se encuentran, entre otros, los siguientes trabajos: Becker, G. S. (1967); Dougherty,
C.R. S.(1971) y Tinbergen, J. (1975).

2. Dentro de esta via cabe mencionarse los siguientes trabajos: Champernowne, D. G. (1953) y Rutherford,
R.S. G. (1955).
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2. Sistemas Generadores

La gran cantidad de modelos existentes y que pueden ser utilizados para ajustar la
distribucién de Ingresos, Gastos u otras variables relacionadas con la renta o consu-
mo, ya sea por hogares o per cépita, lleva a la necesidad de crear un conjunto de
sistemas generadores de dichas distribuciones, entendiendo por tales el conjunto
formado por una funcion de transformacion (funcion de la variable ingresos o gastos,
a la cual se notara por X a partir de aqui) y una funcién generadora, que dependien-
do de varios parametros dara lugar a los distintos modelos de probabilidad. Esta
afirmacion realizada por Dagum (1981) es recogida por Joan Baré (1982), quien en
su tesis doctoral dedica el capitulo V a recopilar y estudiar en profundidad sistemas
generadores que pueden ser de utilidad para el campo del estudio de la renta.

A modo de sintesis se expondran los tres sistemas mas destacados asi como algu-
nas de las distribuciones derivadas de los mismos.

2.1. Sistema generador de Pearson

En este caso la funcién transformacion tiene la forma:

h(x) = a+bx+ o2

y la funcién generadora:

W X+k

d . Xx+k
f (X) - eQi(x) * — equﬂzxz o

Asi, distinguiendo entre que las dos raices del denominador a+bx+cx’, con
expresion general:

sean numeros reales o complejos junto con las propiedades de asimetria y curtosis,
se derivan las distribuciones Beta, Gamma, t de Student, Exponencial y Pareto entre
otras.
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Asi, Bar6 (1982, pag. 269) recoge la via alternativa propuesta por Pearson (1910)

2
consistente en estudiar el valor que toma o = D, a partir del cual se obtienen los
ac

siguientes casos:
Analicemos los diferentes casos, supuesto que ninguno de los coeﬁaentes a,byc
son nulos y que no se contempla el caso de raiz doble: D=1 U b2 = 4ac
a) Si D < 0, las raices de la ecuacién son reales de signo opuesto y la distribucion
de probabilidad que se genera es la Beta.

Efectivamente siD <O b 4ac<0p b’- 4ac>0p ¥ yx son raices reales y dado

que D<0 entonces sg(a)* sg(c), por lo que x, es positiva y x, es negativa, segun el
teorema del numero de permanencias y variaciones de los signos de los coeficientes
del polinomio3.
En este caso, y descomponiendo factorialmente el polinomio h(x) se tiene que:
X+ k X +k A B
= = +

h(x) B c(x- xl)(x- XZ)_ X=X X=X

con
k+x1 ~ k+x2

S P R S

con lo que la funcion generadora f(x) quedara:

Pk gy
oot RTINS et
09§ 9 - X g
? 1o %2, G k+x kxy _
e u o] 9
e Q P X8 E R
f(x)=e °© u:(x-xl) (x-xz)
A ..B LA .B
&y 0 ey & 0 0

= X &
:é— 17 é— 1— x1x2 Q1+—; él-—: Cte
XX &2 g & qg& Xp

3. Teorema que recibe el nombre de teorema de Descartes, segun el cual: "El nimero de raices POSITI-
VAS de una ecuacion, contada cada una tantas veces como indique su orden de multiplicidad, no supera
al nimero de variaciones que presenta la sucesion de coeficientes, y ambos nimeros tienen la misma
paridad" (Rey Pastor, pag. 51)
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con

A B A B
X ==X Cte:xlxz(-l) (1) y X <x<X,
funcion de densidad que corresponde a la de una Beta.

b) Si0 < D < 1, las raices son numeros complejos conjugados ya que:
si0<D<1b b°<4ach b’- 4ac<0P X Yy X, sonraices complejas conjugadas

en este caso las distribuciones que se deducen son muy poco utilizadas, al ser dificil
trabajar con ellas desde el punto de vista analitico.

c) SiD > 1, las raices de la ecuacion son reales con signo coincidente, ya que:

2
>1b b?- 4ac>0Pb lasraices sonreales

como D=
4ac

Por otra parte, para ver que las raices son de signo coincidente, teniendo en cuen-
ta que D>1>0, entonces sg(a)=sg(c), por lo que aplicando nuevamente el teorema
de Descartes:

- $ 2 variaciones si el sg(b)! sg(a) y por tanto las dos raices son positivas.
0

- $ 2 permanencias si el sg(b)=sg(a), y por consiguiente las dos raices son nega-
tivas.

En este caso se obtiene, entre otras, la distribucion de Pareto.

Teniendo ademas en cuenta criterios que hacen referencia a los coeficientes de
asimetria y curtosis es posible generar las distribuciones Gamma, t de Studenty F -
Snedecor.

2.2. Sistema generador de D'Addario

En este caso se parte de cierto nivel x, de Ingresos o Gastos y de una funcién de
transformacion:

y=h(x)
verificando que:

d H
ym—y: ,conk£xO
dx x-k
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asi, la funcion de densidad que se propone como funcién generadora en este caso,
segun puede observarse en Dagum (1981), es la siguiente:
1

f(y)=a——r
(¥) T

Con lo que para distintos valores de m, H y k se obtienen distintas funciones
transformadas Y y para distintos valores de b y c distintas distribuciones de probabi-
lidad generadas para la variable Y (y en consecuencia para la variable X). Asi, por
ejemplo:

1) para b=0, c=1, k=0, m=0y H>0 se obtiene la distribucién de Pareto, ya que:

sic=1yb=0p f(y)=ae”’

Hlogx+Ctg , H
X

ae (

H d
sik=0ym=0pP —dx=dyP y=HIlogx+Ctep f(x) = f(y)‘d_i =
X

Considerando que f(x) es funcion de densidad se deduce que:

- h(x Hlogx.+Cte
e 0 oy

0o _ _
=1b a= =C X0

_ . ¥
oae ydy :|- ae Y C'| = ae
h(xo)
por tanto:

H
f (X) — Cnxcl)-l e (Iong +Cte)% — Cn j:(gl

facilmente se deduce que el valor C" es 1 para que f(x) sea una densidad, por lo que:
H

£ () =0 0 sy

H+1
X

gue corresponde con la expresion de la funcion de densidad de Pareto.

2) para b=0, c=1/2, k=0, m=0y H>0 se obtiene la distribucion Log-Normal; ya
que:
sim=0y k=0 P y=H logx+Cte

H logx+Cte)? i
X

. P L
sib=0yc=12p f(y)=ac¥ P f(¥)= f(y)‘&‘—ae
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donde, para que f(y) sea funcion de densidad debe de verificarse que

1
a=—

VP
por otra parte, dado que la funcion de densidad de Y se corresponde a la de una
Normal con media cero y varianza 1/2, se deduce que:

0= E(y) = HE(log ) + Cteb E(logx) = =
1 ) 1
= =Var(y)=s? =H¥ar(log x) b Var (log X) = ——
2 2H
luego:
2Fogxs 8¢

H e H g 9 H g 1 _Lz(logx_ E(Iogx))2
f (X) =— = Y

X Jp Xs+/2p

que coincide con la expresion de la funcién de densidad de una log-normal.
2.3. Sistema generador de Dagum
Como generalizacion de varios de sus modelos* y basandose en el decrecimiento

de la elasticidad de la funcion de distribucion F(x) para modelos que se utilizan para
describir el reparto, Dagum propone que se ha de verificar que:

dF (x)
b
F(X) - d(log F(X)‘ a) :g[_ MQ «C:a<1C >Oyb >0
ax dlog x & 1l-a g
X
a partir de esta ecuacion diferencial surge el sistema generador de Dagum suponien-
d(logF (x) - a)
do éste que dlog x se puede descomponer como un producto de una fun-
cion de Xy de una funcién de F(x) del siguiente modo:
d{logF(x)- a
( 2 mEJi ) = (3 k(F (), conk(F(x) >0 (231

4. Pueden estudiarse en los trabajos: Dagum, C. (1977) y Dagum, C. (1978).
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siendo h(x) la funcién de transformacién en este caso y f(x) la funcion generadora

gue se obtiene a partir de la relacion que existe entre la funcion de densidad y la de
distribucion; teniendo en cuenta que a partir de (2.3.1) se deduce que:

. 1 --b

F(x)=a+(@- )@ +ce 79 conc= &- 29

8 @ @ Cteg

Al igual que en el resto de sistemas generadores los distintos valores de los
parametros a, C y b y diferentes funciones h(x) y k(F(x)) daran lugar a otros tantos
modelos de probabilidad. En este caso se obtienen, entre otros, los siguientes:

1) el caso particular:

_1-F(¥). 0 2Cob
k(F(x)) = 0 ,h(x)—T,a—O,C-b>1

da lugar a la distribucién de Pareto.
2) si
b C ° b
k(F(x) =1- F(x)*;h(x) ==—;a=0;C+b>1
X
se obtiene el modelo Dagum - tipo I.

3) para:
b. Ceb - .
k(F(x) =1- F(x)*;h(x) ==—;al (01} C*b>1
X
se consigue la distribucién Dagum - tipo |l.

4) en el caso de que:

k(F(x)) =1- F(x)b;h(x):c—.b;a<O;C-b>1

se deduce el modelo Dagum -):ipo M.

5)ysi:

k(F(x)):M; h(x)=aX;a=0;C+b>-1 cond >0

F(x)
la distribucion de Singh - Maddala (1976).
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3. Modelos de probabilidad descriptivos de la distribucion de la Renta

Dentro de este epigrafe se pretenden recoger algunos de los modelos que se han
utilizado, de forma mas o menos generalizada, a lo largo del ultimo siglo. Como
podra observarse, el estudio es mas exhaustivo en unos que en otros, no
pretendiéndose mas que poner de manifiesto el caracter pionero de la distribucion
de Pareto "...uno de los modelos de distribucion de renta mas estudiados”, segun
comenta Fernandez (1992, pag. 138) en su tesis doctoral, haciendo referencia al
amplio estudio que sobre este modelo se puede encontrar en Arnold (1983), asi
como los buenos resultados que este modelo produce para las rentas altas, y por otra
parte profundizar en algunas de las que han sido més utilizadas por sus buenas
conclusiones.

3.1. Distribucion Pareto

Partiendo de la observacién de los datos, Pareto (1896) formula una distribucion
para la renta asimétrica. Considerando tres clases sociales, segun el nivel de renta:

12.- Formada por las rentas mas bajas, derivadas mayormente del trabajo, donde
los individuos incluidos en esta clase padecen problemas de desnutricion.

23.- Constituida por rentas procedentes del trabajo y derivadas de algunas propie-
dades de pequefio tamario.

32a.- Esta clase corresponde a las rentas de las clases altas, procedentes en su
mayoria por ingresos de la propiedad fisica y/o intelectual.

Esta clasificacion, para Pareto (1896), es valida para todos los paises capitalistas
observados, siendo variables los limites existentes entre las tres clases consideradas,
dependiendo de los datos disponibles para la realizacién del estudio y de la calidad
del mismo.

A partir de aqui Pareto (1896)expone su teoria de "la circulacion de élites", consis-
tente en un intento de la conquista del poder llevada a cabo por los mejor dotados
econdmicamente de la segunda y tercera clase social y un retroceso de los menos
agraciados en este sentido de dichas clases, cuya existencia explicaba (siguiendo
siempre al autor) la renovacion de los individuos que componian las tres clases con-
sideradas. En cualquier caso persiste la consideraciéon de tres clases econémicas,
aunque con la posibilidad de que los limites entre ellas sea distinto.

Es en el afio 1895 cuando Pareto propone la hipérbola truncada como funcion
gue permitira obtener el porcentaje de perceptores con una renta superior o igual a
cierto valor X

K

P =~ " X>X;,K>0,0>0




IiNDICE

Una revision de los sistemas generadores y modelos de... 57

donde X es el valor minimo de renta percibible y el hecho de que K>0y D>0 se
debe a que, por una parte la proporcion de perceptores no puede ser negativa y por
otra la relacion existente entre P, y X debe ser inversa (es decir, cuanto mayor es el
nivel de renta menor debera ser, l6gicamente, el porcentaje de individuos que perci-
ben dicha cantidad o mas).

Pareto construye, a partir de su propuesta, una medida de la desigualdad consi-
derando el siguiente indice:

=P
P,
gue proporciona el tanto por uno de individuos con un nivel de rentas superior o igual
a X.
La polémica que surge alrededor de la interpretacion respecto a la relacion entre

la desigualdad y el valor del indice es ampliamente recogida por Joan Bar6 (1982,
pp. 302-305), aunque se puede sintetizar del siguiente modo:

| X

= Podria argumentarse que una disminucion de I, se traduce en una disminucion
de P, (siendo esto cierto, sea cual sea el enfoque que quiera darse a la inter-
pretacion) y por consiguiente existe menos desigualdad, al ser menor el nUme-
ro de personas que pertenecen a la clase social definida por aquellos percepto-
res de una renta superior a X.

= El otro razonamiento posible consiste en la afirmacion contraria, es decir una
disminucion de I, conlleva un aumento de la desigualdad, ya que al ser menor
el porcentaje de individuos con renta superior a X implica que la proporcion de
individuos con rentas altas es menor.

Una vez realizadas estas consideraciones, Pareto obtiene la distribucion de pro-
babilidad que explica la renta teniendo en cuenta que:
F(x)=1- p(X 3 x)=1-P, =1- KX " x>x,,K>0,D>0
de donde:
I KDX P "X >X
f(x)=i ’
70 "X EX,

o equivalentemente, siendo K = X al ser f(X) funcién de densidad:
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Algunas medidas de interés de la distribucion propuesta por Pareto son:

¥ DXP D

me E(X) = Odx = Xo -
1.- ( ) X(OJ><XD+1 D-1 0,D>1
DX &D & D
Ce?= =% EY y Q- X2 .
2-s*=Var(X) 5.5 $p-1 °s (D-2)D- 1 o ;D=2

3.- De la definicién de Mediana, se desprende que:
¥ D -D
DX X
Oxor = on}ﬁ

Hay que destacar, en cualquier caso, que la importancia del parametro D radica
fundamentalmente en la relacién inversa que mantiene con la desigualdad, es decir:

¥ )
Me o lp MeP=2X2 b Me=2%X,
D 2

= DX

Me

DD U Ndesigualdad

en efecto, obsérvese que a partir de la expresion de la media se deduce que:

m
m X,

D=

por tanto cuanto menor es la diferencia m- X, , lo que se traduce en un aumento de
la igualdad por estar la media mas proxima al valor minimo de renta X, mayor sera
el valor de D. El argumento en el otro sentido también es valido, es decir, si el valor de
D disminuye entonces el de m+ X, aumentay por consiguiente también se incrementa
la desigualdad.

A la misma conclusién se habria llegado si en lugar de partir de la expresion de la
media se hubiera considerado el indice de Gini:

é 1
| =2805- ¢pI(X)dFX
e 0

oCc\C

donde q(X) corresponde a la funcion que proporciona el porcentaje de renta acumu-
lada, necesaria para la construccién de la curva de Lorenz:

1% 1% DXP X 6t &
== AXF(X)dX == ;X =20 gX =1- &2 =1-(1-F "x3 X
q(x) m>8x ( ) (O)X ¥ D1 g X g ( (X)) X 0
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de lo que se deduce que:

" D-1 1
91(X)dF(X) 51P ' T551
es decir, si el valor de D aumenta disminuird el de I, lo que conduce a un mejor
reparto de la renta. En caso contrario, D disminuye, el indice de Gini es mayor y por
consiguiente hay mas desigualdad.
Este modelo, base de otros muchos estudios sobre modelizacion de distribuciones
de renta, ha sido contestado® por sus pobres resultados al realizar ajustes salvo en lo
gue concierne a altos niveles de renta (cola de la derecha).

3.2. Distribuciones de Dagum

Aunque ya se ha hecho referencia a las distribuciones de Dagum tipo |, tipo Il 'y
tipo 111, como casos particulares del sistema generador de Dagum, en este apartado
se ampliara el conocimiento de las mismas, indicando las expresiones de las funcio-
nes de distribucion y de densidad de cada tipo.

Recordar, en cualquier caso, que todas ellas se basan en el decrecimiento de la
elasticidad de la funcion de distribucion F(x), por lo que se cumple:

d|Ogd—)|(:(X) :C°(1- (F(x))b), x>0,C>0,b>0 (321)

la resolucién de esta ecuacion diferencial da como resultado la funcion de distribu-
cion del modelo de Dagum triparamétrico:

¥ 4\ bp?
I:()():}(1+cxd) x>0b>0,c>0d>0
i 0 X£ 0

donde d=C-by b* son parametros de desigualdad, siendo ¢ un parametro de esca-
la.
Si en lugar de partir de la ecuacion diferencial (3.2.1), se supone que:

leg(F(X) ) =Coe MO X3 x,% 0a<1,C>0,b>0
dx g e 1-a ﬂg

5. Véase, por ejemplo, el trabajo de Creedy, J. (1977).
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se obtienen los modelos de Dagum tetraparamétricos, segun se distingan diferentes
casos para el valor de a, donde la finalidad de considerar este nuevo parametro es la
de recoger aquellos casos en los que se producen rentas nulas (caso del desempleo)
0 negativas (como pudiera ser el caso de duefios de empresas en las que se han
registrado pérdidas), teniendo ademas en cuenta que X, es la renta minima.

Asi, resolviendo la anterior ecuacion diferencial se obtiene

F(x)=a+(1- a)(1+cx‘d)'brl,x3 x,% 0,b>0,c>0,d>0,a<1

y para distintas bandas de valores de a, concretamente para a=0, 0<a<1y a<O, se
deducen los tres modelos de Dagum.

1) si a=0, se obtiene la distribucién de Dagum -tipo |, que es el modelo
triparametrico que se obtuvo a partir de la ecuacion diferencial (3.2.1), al que corres-
ponde la funcién de densidad:

b-l

f(x)=bcdx “ {1+ ox ) x>0

2) si 0<<a<1, se obtiene el modelo de Dagum -tipo I, al que corresponde una
funcién de distribucion con expresion:

F(x)=a+(- ai+ox )" =aF (x)+ (- a)F,(x),b>0,c>0,d >0,0<a<1

donde:

0 XE£ O

_11x=0, _1
F(x)= F X = Lyl
Y Ha+ox?)” x>0

10 x<0

ya que, siguiendo al propio autor, esta se puede descomponer de la forma indicada
por aplicacion del teorema de descomposicion de Jordan.
De aqui se puede deducir que la funcién de densidad correspondiente es:

i ax=0
f(x)=1(1- a)b'lcdx‘d‘1(1+ cx'd)'b' x>0

Este modelo es Gtil cuando en los datos de los que se dispone existen rentas nulas
0 negativas, por las razones aducidas anteriormente.
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3) si a<0 se obtiene el modelo de Dagum - tipo Ill, util cuando todas las rentas se
si t Gian por enci ma de un valor minim o x, positivo. En este caso, las expresiones de las
funciones de distribucion y densidad son las siguientes:

a+(L- a)(1+cx“’)'brlx3 X,,b>0,c>0,d>0,a<0
t 0 X=X,

-1
f(x)=(1- a)b cdx d'1(1+ cox ¢ )'b x> % >0

Por otra parte, las distribuciones de Dagum son las seleccionadas en el trabajo de
Pena, B.; Callealta, J.; Casas, J.M.; Merediz, A. y Nufiez, J (1996). Concretamente,
parten de los datos aportados por las Encuestas Basicas de Presupuestos Familiares
(EBPF) de los afios 1973/74, 1980/81y 1990/91, y tras realizar un estudio descriptivo
en el que justifican la ocultacion de rentas, se presenta un conjunto de métodos de
correccion que los autores proponen, eligiendo el que consideran mas conveniente:
"método de correccién mediante tasas de ocultacion progresiva" que sera utilizado
de forma general, si bien también presentan resultados aplicando el "método de
correccion mediante tasas de ocultacion constante”. Una vez llevada a cabo la co-
rreccion, y tras abordar el problema de la modelizacion tedrica de las distribuciones
de renta, partiendo de los resultados de los ajustes (por el método de maxima-vero-
similitud) para cada comunidad, categoria socio-profesional y tamafio de municipio,
se decantan por la Familia de Dagum.

3.3. Distribucién de Singh-Maddala

La distribucion de Singh-Maddala, referida anteriormente como un modelo
triparamétrico deducible del sistema generador de Dagum, fue propuesto por Singh,
S.K.y Maddala, G.S. en 1976 al caracterizar la tasa proporcional de riesgo, también
denominada funcion de proporcion de fracasos (PFR, siguiendo la nomenclatura de
Dagum (1991)), siendo de gran aplicacion en la teoria de fiabilidad y definida como:

f(Inx)
1- F(In(x))

dichos autores suponen que, siendo dicha PFR un indicador del grado de dificultad
gue existe en cada nivel de renta para acceder a otros niveles de renta superiores, es
creciente para los niveles de renta bajos y decreciente para el resto (niveles medios y
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altos de renta)®. Se puede deducir, teniendo en cuenta las consideraciones expues-
tas, que la expresion de la funcion de distribucion es:

F(x)=1- (1+ax ) °x2 0,a>0,b>0,c>0

a partir de la cual se obtiene la de la funcién de densidad

f (x) =abox fl+ax?) “'x2 0,a>0,b>0,c>0

otro punto de partida alternativo, consiste en suponer que la funcién de distribucion
debe verificar la ecuacion diferencial:

dF(x)

- =dx"(1- F(x))'x>0,d >0,m>-1n>1 (33.1)
X

es decir, se corresponde a la composicion de los elementos que determinan a las
funciones de distribucion de Pareto y Weibull, para las que se verifica que:

dFdf(X) =d(1- F(X))l% X2 %X, >0,d >0 (para el caso de la de Pareto)
dl;f(x) =dx"(1- F(x)) x>0,d>0,m>-1 (para el caso de la de Weibull)

en este caso, por resolucion de la ecuacion diferencial (3.3.1), se obtendria la
misma expresion de las funciones de distribuciéon y densidad, teniendo en cuenta

que:

a:—d(n_l);bzmﬂ;c:—1
m+1 n-1

3.4. Distribucién de Champernowne

Fue en el aflo 1937 cuando Champernowne, quien afirmaba que las rentas, o
mas precisamente el logaritmo de la renta, no tienen un buen ajuste a la distribucién
de Pareto o cualquier otra procedente del sistema generador de Pearson, propuso

6. Una critica posterior al uso de la tasa proporcional de riesgo como aplicacion al estudio de larenta
realizada por Cramer, y aceptada por Singhy Maddala (1978) esrecogida en la tesis doctoral de Fernandez
Morales, A. (1992).
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una familia de distribuciones con objeto de describir los ingresos brutos. No es hasta
el aflo 1952 cuando dicho autor formula el modelo tetraparamétrico con funcion de
densidad para z=log x:

f(z)= j
cosh(ab(z- zo))+c
En el caso de que c<1, lo que sucedia en la mayoria de las distribuciones de renta
estudiadas por Champernowne segun consta en Kakwani (1980, pag. 25), la funcion
de distribucion para x toma la forma:

e 6

¢
F(x)=1- éarctagg =nq .a; x>0,a>0,0£Eq<p

c’:cosq+ae>((.+) N
A

donde cos g=cy z,=log x,.

Se ha obtenido, por tanto, un modelo de tres parametros donde la interpretacion
de los mismos es poco nitida para el caso de g, aunque sin embargo puede demos-
trarse que x, coincide con la mediana de la distribucion de la renta y a corresponde a
la constante de Pareto, mas precisamente a la pendiente de la asintota oblicua en los
tramos altos del ingreso.

3.5. Distribucién Normal

La distribucion Normal de pardmetros my s, debida a Gauss-Laplace, correspon-
de a una variable de tipo continuo con funcion de densidad:

Lax-mo?

e Zehsya
f)= o X1 ]- ¥ ¥
(x) 5%

Aunque su utilizacion para la descripcion de la renta no es aceptada por la casi
totalidad de autores, debe tenerse en cuenta que en algunos estudios empiricos,
sobre grupos de perceptores que presentaban cierta homogeneidad, dio resultados
bastante aceptables. Basta citar a algunos contemporaneos de Pareto, como Moore,
Vst er gaard y Nyboelle” y otros mas cercanos en el tiempo, como Bowley.

7. Moore realiza el estudio tomando datos de obreros cualificados americanos (1911), mientras que
Westergaard y Nyboelle se basan en los datos disponibles sobre los asalariados y artesanos de Copenhague
(1928).
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En cualquier caso, destacar que la importancia de la distribucién Normal, en te-
mas de renta, radica fundamentalmente en las distribuciones que de ella se derivan.

3.6. Distribucién Log-Normal

Muchos son los trabajos que utilizan este modelo teérico como el adecuado para
ajustar la distribucién de renta y los autores que justifican y defienden su utilizacion®.

Partiendo de un nivel minimo de renta X, se puede admitir que la variable renta
(X) puede expresarse de acuerdo a la igualdad:

X - X =[1+u)2+u,)..i+u ).

siendo {1+ u; } ; el conjunto variables que recogen una serie de factores condicionantes

(pautas de comportamiento, habitos en el consumo, etc.), de caracter infinitesimal e
independientes entre si, que conforman la renta de cada individuo.

Luego:
IN(X - X,)=In(2+u,)+IN(+u,)+....+InfL+u )+...
La aplicacion del Teorema Central del limite conduce a:
In(X - Xo) » N(ms)

Pudiendo comprobarse que:

2

E(X)=e 2 +X,; Var(X)=e*™> - g™’

) . — ams?
M, =e"+X,; M, =" +X,

De donde, para el caso particular de que X =0:

E(X) _ g% Me _ v, EX) _ 2%

M M, M,

e

por lo que el papel de s, cuando se desea analizar la desigualdad de los ingresos, es
fundamental.

8. En algunos casos el ajuste no es aceptable, como en el estudio de C. Dagum (1991) sobre la distribu-
cion de la Renta familiar en EEUU para 1969.
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Por otra parte, la relacion entre la distribucién Log - Normal y la distribucion de
Pareto se establece, igualando las elasticidades de ambas distribuciones, estudiando
la posible analogia entre los parametros Dy s.

Si se tiene en cuenta la relacion que dichos pardmetros mantienen con la des-
igualdad (recuérdese que se comprobé con anterioridad que DD U Ndesigualdad)
las consecuencias de dicha comparacion seran concluyentes.

En el caso de la distribucion Log - Normal la elasticidad es lineal respecto al In X.
Bastara comprobar que:

o T £(X)
fin X

=A+BIn X
Si

(In(X - X))’

In f(X)=Aln(X- X,)+B +Cte

Siendo esto cierto para la Log - Normal, pues:

In f(X) =- %één(x' X,)- MY (X - X,)- Inls+20) =B 1% (x - X,)-
é S @ és’ g

1
2s

<n(x- X, - s+ /202

por lo que considerando:

m 1 e 0
A=—-1B=-—;Cte=- +Inis+/2p =
s 2 :L s 2 gzs 2 (S p)ﬂ

se deduce que, efectivamente:

e= gén—(x _ >2<°) mo_4
e S 2

En el caso de la distribucion de Pareto:

oo 00 _ 1 D+in(x2)- (D+1)in X)
‘ITInX 1‘“nx

=-D
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para niveles de renta suficientemente altos se puede comprobar que (Baré, 1982) la
relacion entre ambas elasticidades es directamente proporcional, atendiendo a la
expresion:

s=1'525D

por lo que, en el caso de niveles de renta altos la utilizacién de una cualquiera de las
distribuciones comparadas dara resultados similares. Si acaso tener en cuenta, cuan-
do se pretenda elegir uno de ellos, que mientras que la distribucion de Pareto presen-
ta claras ventajas en el ajuste a la cola superior de la distribucion de ingresos, la Log
- Normal abarca un mayor intervalo de dicha distribucion.

3.7. Distribucion Beta

Dentro de la distribucién Beta se distinguen, principalmente, la de primera y se-
gunda especie. Asi, se dice que una variable aleatoria X de tipo continuo sigue una
distribucion Beta de primera especie si su funcion de densidad obedece a la siguiente
expresion:

_ X1 X)*

"X1 (01, p>0,g>0
b(p,q) [ ]p q

f(X)

siendo b(p,q) la funcion Beta de Euler, definida como:

1
~N

b(p.a)=gX**(t- X)* dx

0 equivalentemente, realizando el cambio de variable Z = ~ :

zo?

b(p,g)= 6mdz

pudiéndose comprobar, haciendo uso de las definiciones de los principales parametros
estadisticos y de la simetria de la funcién beta de Euler (segun la cual se verifica que

b(p,q)=b(qg,p)), que segtin se considere una b(p,q) o una b(q,p):

P s _ pq o p-1
nFE(X)= s =Var(X)= M, =—
(X) q+p ) (a+pf(p+a+1)’ ° p+g-2
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9 .. _ pq o q-1
m=E(X)= S“=Var(X )= M, =—
() q+p ) (a+pf(p+a+1)’ " p+g-2

La aplicacion de la distribucion Beta de primera especie a andlisis de renta esta
restringida, normalmente, a valores de los parametros superioresa 1, p=>1y g=>1, al
adoptar en este caso la funcion de densidad correspondiente una forma campanifor-
me y asimétrica.

Por otra parte, la distribucion Beta de segunda especie de parametros p y q se
corresponde a la de una variable de tipo continuo, con recorrido en el intervalo
10,¥ [, siendo su funcién de densidad:

Xxat

f(x)= L+ X) " b(p, q) " X1 10,¥ [,p>0,0>0.

en la que se verifica que:

- fa? — - ( + _1) : -9-1
e S oo oo >

A pesar de ser distribuciones que no han gozado de una gran aceptacion, hay que
destacar que en la Ultima década son varias las investigaciones que, relacionadas
con dichas distribuciones, se han realizado con buenos resultados. Asi McDonald y
Xu (1992), proponen las distribuciones Beta tetraparamétricas y pentaparamétricas
como modelos explicativos de la distribucion de la renta. Mas recientemente Herre-
rias, Palacios y Callejon (1996), partiendo de los datos proporcionados por la E.P.F.
del 90-91, proponen utilizar una distribucion perteneciente al sistema generador de
Pearson, que resulta ser una distribucion Beta de primera especie. Ante la limitacién
gue supone el recorrido de la variable tedrica proponen una alternativa, que dado su
interés no puede dejarse de comentar.

Partiendo, al igual que en el caso de la Beta, de una distribucion perteneciente al
sistema generador de Pearson, en el que se verifica que:

W X+k < x+k

d
f (X) - e: (x) 8 = eo.;+b><+cx2 o

si se denota por:
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plantean como opcién que g(X) sea una funcién polinémica de grado impar (s), es
decir:

g(X)=

o,
I
x

I
<}

comprueban que las distribuciones de probabilidad obtenidas no presentan limita-
ciones en cuanto al intervalo de variacion de la variable y llegan a dos conclusiones
de gran importancia: los estimadores de los parametros ¢, obtenidos por el método
de los momentos coinciden con los maximo-verosimiles (Callejon y Santos, 1994), y
ponen de manifiesto la flexibilidad, ya que es posible realizar el analisis para los
distintos grados del polinomio, al objeto de seleccionar aquel cuya bondad de ajuste
sea mayor.

3.8. Distribucién Gamma

La distribucion Gamma generalizada de parametros a y | , utilizada por primera
vez como modelo teorico de distribucion de renta por Ammon y March a finales del
siglo pasado, segun C. Dagum (1980), resurge con el trabajo de Salem y Mount
(1974) al cumplir las cotas de Gastwirth (1972 a, 1972 b, 1974). En Espafia ha sido
utilizado este modelo por Esteban (1996), Esteban et al. (1994,1995), Rojo (1993) y
Lopez (1997). Este modelo corresponde a la de una variable de tipo continuo con
funcion de densidad:

g

fix P
Lle)

L= b h.m|.-1 >0 A=C

siendo (@) la funcién gamma de Euler, es decir:
\¥ a-14-x
Ga)= x* e *dx
Medidas de interés de la distribucion Gamma generalizada son:

1. m=E(X)=|E

2.s%=Var(x) =
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4.- A partir de la formula empirica de Doodson,

mM,=3m M)

valida para distribuciones unimodales con asimetria hacia la derecha, se deduce una
aproximacion de la mediana, como:
3a-1

Me:—
3l

5.- El coeficiente de asimetria es:

g2
Ja

De las expresiones de las distintas medidas estadisticas consideradas, se deduce
que:

= el inico que no depende del parametro | es el coeficiente de asimetria, guar-
dando una relacion inversa con a, de forma que las distribuciones Gamma con
mayores valores de alfa presentaran mayor simetria.

= todos, exceptuando el coeficiente de asimetria, guardan una relacion directa
cona e inversa conl , de manera que consideradas dos distribuciones Gamma
con valores iguales de a, aquella que posea un valor de mayor | tendra una
media, varianza, moda y mediana de menor magnitud.

= | esun factor de escala, es decir si se considera la variable:

Y=kX
obtenida, haciendo un cambio de unidad en la variable X, siguiendo esta una distri-

bucion Gamma de parametros a y |, entonces Y sigue también una distribucion
Gamma con parametros a y | /k. Efectivamente, la funcion de densidad de Y toma la

expresion:
Iae"?%gaelga'l ad_gaéé%,v a1
()= 12— 2K L EKa
dy dla) K ca)

6

gue corresponde a la de una CE%'K o
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Esta interpretacion del parametro | sera util cuando deseen realizarse compara-
ciones temporales de una misma poblacion, o espaciales de poblaciones con rentas
medidas con distinta unidad monetaria.

3.9.- Laley Pareto-Levy

No puede dejar de mencionarse, antes de finalizar el recorrido por el conjunto de
distribuciones de probabilidad que se ha ido efectuando a lo largo del presente epi-
grafe, la ley Pareto - Levy por su conexion con la distribucién de Pareto. Asi, teniendo
en cuenta la validez del modelo propuesto por Pareto para los niveles superiores de la
renta, Mandelbrot (1960) introduce la ley débil de Pareto, segun la cual:

IimLx_)D =1
X® ¥ aex 9
6% 5
siendo R(x)=1-F(x).
A partir de dicha ley, Mandelbrot define la ley Pareto - Levy como el conjunto de
leyes de probabilidad estable® que verifican la ley débil de Pareto con 1<D<?2. La
funcion de densidad de esta familia de distribuciones no puede expresarse de forma

analitica, aunque para valores de x grandes la funcién de distribucion de probabili-
dad atiende a la expresion:

F(x)»1- x°(u*Q1- D))°
siendo u* un escalar positivo, D el parametro de la distribucion de Pareto y G(1-D) la

funcién Gamma:

¥
G1- D)= ¢g *x Pdx
0

9. Acerca de la ley de probabilidad estable, que subyace bajo la idea de que la distribucion de renta es
la misma independientemente del nimero de componentes que constituyan larentay, por tanto, aunque
el conjunto de componentes difieren de pais a pais, el perfil de la distribucién de renta es el mismo en
cada pais, puede encontrarse mas informacion en: Kakwani, N. C. (1980).
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