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RESUMEN

En este trabajo partiendo de la axiomatica de Von Neumann y Oscar Mor-
genstern estudiamos los fundamentos del analisis media-varianza, asi como
la consistencia de la ordenacién de alternativas. Llegamos a ver en primer
lugar que Ia funcion de utilidad media-varianza es cuadratica para la ordena-
cién de preferencias, sin embargo cuando pretendemos obtener estrategias
optimas no es necesario que la funcidén de utilidad sea cuadratica. Termina-
mos introduciendeo los parametros de localizacion y escala en la funcion de
utilidad media-varianza.

Palabras clave: utilidad, analisis media-varianza, estrategias, alternativas,
ordenacion, carteras.

CLASIFICACION AMS: 62C05

1. INTRODUCCION

Empezamos admitiendo la axiomatica de Von Neumann y Oscar Morgens-
tern, la cual nos garantiza la existencia de una funcién de utilidad, a partir de
la cual definimos una funcién de utilidad media-varianza. En el apartado 3
planteamos un modelo decisivo sobre el conjunto de estrategias puras y mix-
tas, en donde la relacion de preferencia establecida verifica la axiomatica de
Neumann Morgenstern y llegamos a conocer la forma de la funcién de utili-
dad media-varianza, que es una funcién cuadratica y verifica las condiciones
del teorema de Von Neumann. En el siguiente apartado realizamos una
extension de lo anterior, para el caso en que al decisor ya no le interesa una
ordenacién consistente de preferencias sino gue pretende seleccionar estra-
tegias optimas. Introducimos la dominancia de carteras y llegamos a demos-
trar que se puede utilizar el analisis media-varianza para las elecciones épti-
mas sin que la funcién de utilidad sea cuadratica.

Por ultimo analizamos la funcién de utilidad media-varianza introduciendo

una condicidn referente a los parametros localizacion y escala, sin tener que
aceptar la utilidad cuadratica.

2. TEORIA DE NEUMANN-MORGENSTERN Y EL ANALISIS MEDIA-
VARIANZA

Entre todas las axiomaticas y teorias sobre utilidad desarrolladas, es sin
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duda la de Von Neumann y Oscar Morgenstern la que sigue siendo casi
generalmente aceptada en la actualidad. Como los propios autores indican la
eleccion de una axiomatica no es una tarea puramente objetiva, se debe dar
alguna definicion, asi como algun teorema especifico derivado los axiomas,
los cuales no deberan ser demasiado numerosos y cada uno de ellos debera
tener un significado intuitivo inmediato por el cual sus propiedades fuesen
deducidas directamente y aplicadas a la realidad de la teoria de la utilidad y
de la toma de decisiones.

En este trabajo admitiremos la axiomatica de Neumann Morgenstern, la
cual nos permite, a través del teorema de Von Neumann, garantizar la exis-
tencia de una funcion de utilidad U definida sobre el conjunto de resultados o
consecuencias (), que toma valores sobre la recta real R y tal que es fiel, es
lineal, es Unica salvo transformaciones lineales positivas y queda perfecta-
mente determinada fijando el valor de la funcién de utilidad para dos perspec-
tivas o consecuencias.

Asi pues, dadas dos alternativas a, y a,, cuyos correspondientes resultados
o consecuencias aleatorias son X, y X, y sus respectivas funciones de distribu-
cion Fy (X g, 05} ¥ Fs (X 1p, 6,) entonces existe una medida o funcion de utili-
dad, definida sobre el conjunto de resultados, U(x) tal que X, es preferida a X,

Xy = Xp & E[U(X)] > E [U(X)] (1)

y mediante el andlisis media-varianza podemos expresar la esperanza mate-
matica de la utilidad como una funcion V(u,, ¢;2) de la media p; = E [X]] y de la

varianza o2 = E [X-1;]? de los resultados o consecuencias X;, de tal manera
que:

Vi, of) = E[UX)] = ] U(x)dF{x)
y la expresion (1) se puede escribir como:
Xi » Xg & V(i 6/7) > V(o 0f)

de tal manera que diremos que "el resultado o consecuencia X, es preferido
al X, si y solamente las respectivas funciones media-varianza verifican que

V(s 642) > V{p, 057).
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3. LA FUNCION DE UTILIDAD EN LA ORDENACION DE ALTERNATIVAS

Consideramos un problema de decisiéon en donde representamos por Q el
conjunto de tos posibles resultados o consecuencias de una inversidn o carte-
ra, gue puede tomar valores sobre la recta real. Sea E* = {g"/i=1,2,...n} el
conjunto finito de alternativas o estrategias puras (1) mutuamente excluyen-
tes, una de las cuales puede elegir el decisor. Designaremos los resultados o
consecuencias de cada estrategia para e;", por la variable aleatoria X;,
i=1,2,...n, que toma los valores dentro del conjunto Q de resuitados o conse-
cuencias.

Notaremos por E el conjunto de estrategias mixtas (2), evidentemente
E"CE, el conjunto de estrategias puras esta contenido en el conjunto de
estrategias mixtas. Los resultados o consecuencias en las estrategias se pue-
den expresar como una combinacion lineal o mixtura de los Resultados (X,

Xa.-.. Xp) de las estrategias puras, con probabilidades p = (py,....p,), cuya
correspondiente funcion de distribucion puede expresarse como:

n
Fp(x) = X p;Fi{x)
i =1

Consecuentemente las preferencias del decisor se realizan sobre ios ele-
mentos del conjunto E de estrategias mixtas o sobre el conjunto de mixturas
probabilisticas de (X,...X,) para e, en el conjunto de estrategias mixtas E.

Para llegar a conocer la forma de la funcion de utilidad de Neumann-Mor-
genstern en el andlisis media-varianza daremos el siguiente teorema.

TEOREMA 1

Si el conjunto de resultados o consecuencias con la relacion de preferen-
cia establecida sobre sus distribuciones correspondientes a las diferentes
alternativas o estrategias mixtas en A satisface la axiomatica de Neumann-
Morgenstern, entonces la funcion de utilidad media-varianza V{u,02) que veri-
fica esa ordenacion sera una funcién de utilidad cuadratica que verifica las
condiciones del teorema de Von Neumann.

Demostracion
Consideremos dos alternativas o estraegias puras e,* y e," tales que e,*

~@5%, es decir que e es indiferente a e,*.

Entonces el decisor sera indiferente entre las estrategias puras e,*, e,* y
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la extrategia mixta

el* e2"
eq =
g 1-q

donde g & [0,1], y cuando:

g=0=¢g;=65"
g=1=¢g,=e;"

Designando por ; y 62 la media y la varianza de las distribuciones corres-
pondientes a las alternativas o estrategias puras, una curva de indiferencia
seria el lugar geométrico de los pares (u,, 04°) paraq e [0,1].

La media ., y la varianza o2 de la estrategia mixta ¢, son’

ug = EIX] = | xd(gF (x)+(1-q)Fp(x) =
= q | xdFy(x)+ (1-q) | xdFy(x) =
= quy + (1-Qup (2)

o2 = AX- EXE = [ (x-qu - (1-quz)? d(gF(x) + (1-9)Fx(x)} =
= | (g0} + (1-q) (x-uP dgFi(x)} + (1-).Fa(X)] =
= | [qP0cup)? + 20(1-q) (x-it1) (x-p2) + (1-0)? (x-1p)?Ja(qF1(x) + (1-q)Fa(x)) =
= qo? + (1 - glos® + q(1 - gy - [o)? (3)

Despejando g de la expresion (2) se tiene:
Uy -Ue
q =
Hy-Ho

sustituyendo en (3) y simplificando resuita:

M1 - Mz HyMaiity Ha) + a0 12—} 027
Ly = (uq'z + qu) =
Hi2-po? + 642 — Gp° Hi2-Ha? + 042 - 057

o bien en forma mas abreviada tendremos que la curva de indiferencia es de
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fa forma:
Hg—hf +o0f) =k = o2 = 1(ug—bus -k (4)
b
en donde h y k son constantes
Mq Lo Hidlp(ly-Hp) + HoOy2—{14 G2
g =h y = K
H12-pg2 + 642 - 62 Ri2-po? + 642 - 62

lo cual nos lleva a que:
Vg, 6F) = Ho—h (2 +07) = | (x—he)dF, (x)

y la funcion de utilidad de Neumann-Morgenstern que corresponde a Vil
02;) es la funcidn cuadratica (3)

U(x) = x-hx2

Luego hemoes llegado a que efectivamente la relacion de preferencia esta-
blecida que satisface la axiomatica de Neumann-Morgenstern y que puede
ser representada por una funcion de utilidad oridinal V(ug, 0%;) que depen-

dende solamente de la media y de la varianza de la distribucion puede Unica-
mente ser representada por una funcion de utilidad cuadratica de Neumann-
Morgenstern, que generard una ordenacion de las alternativas o estrategias
mixtas del conjunto A que serd consistente con los axiomas de Neumann-
Morgenstern.

No obstante esta funcién de utilidad cuadratica tiene algunas limitaciones
que restringen su aplicabilidad. En primer lugar, como las preferencias verifi-
can la propiedad de monotonicidad el campo de variaciéon del conjunto de
resultados o consecuencias se limita al intervalo (- o , 1/2b), y en segundo

lugar la funcion de utilidad cuadratica de Neumann-Mongerstern presenta un
aumento absoluto de aversién al riesgo. También se podria indicar que la fun-
cion de utilidad cuadrética no es acotada, y entonces la dnica funcion cuadra-
tica que puede ser utilizada para ordenar todas las distribuciones es una fun-
cion constante, no obstante en la practica esta dificultad se puede evitar limi-
tando el conjunto de funciones de distribucion a aquellas para las cuales la
utilidad esperada existe.
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QOtra consideracion seria la indicada por BORCH (1989) para las preferen-
cias que satisfacen los axiomas de Neumann-Mongenstern, pues indica la
posible limitacion de una funcién de utilidad cuadratica, ya que si las prefe-
rencias satisfacen la axiomatica de Neumann-Mongernstern, entonces no se
puede ser indiferente entre todas las distribuciones de probabilidad que tie-
nen sus medias y varianzas sobre la misma curva de indiferencia, pero si la
clase de distribuciones se restringe a aquellas que tienen resultados o conse-
cuencias tales que la utilidad marginal es no negativa entonces existe la fun-
cién de utilidad cuadritica de Neumann-Mongenstern para las correspondien-
tes curvas de indiferencia sobre el dominio restringido.

Consecuentemente podemos decir que si un individuo tiene preferencias
que satisfacen los axiomas de Neumann-Morgenstern y que se pueden repre-
sentar por una funcién de utilidad media-varianza, -el individuo no puede ser
indiferente entre todas las distribuciones que tienen la misma media y varian-
za.

4. EXTENSION DEL ANALISIS MEDIA VARIANZA

En el apartado anterior se ha demostrado que las preferencias que pueden
ser representadas unicamente en funcion de medias y varianzas son consis-
tentes con los axiomas de Neumann-Morgenstern si y solamente si la corres-
pondiente funcion de utilidad es cuadratica y la utilidad marginal es no negati-
va sobre el dominio de resultado o consecuencias. Sin embargo el objetivo
del decisor puede no ser proporcionar una ordenacion consistente de prefe-
rencias de las posibles alternativas o estrategias sino que puede ser seleccio-
nar la estrategia optima. Para la eleccion de la alternativa o estrategia optima
consideraremos el contexto de un problema de inversion o cartera de inver-
sion en la cual las estrategias puras corresponden a la inversién de una canti-
dad en cada uno de los posibles proyectos o valores, pero esa cantidad no
tiene que ser fija, es decir el decisor puede invertir la proporcion p; en valor

i-esimo, de tal manera que si designamos por X; el resultado o conversién de
la estrategia pura e*;, el beneficio o resultado de la cartera sera:

fn

Xq = X pJ'X."

i =7

Sea C* el conjunto de todas las posibles carteras, en donde e, € C* indica
una cartera correspondiente al vector de proporciones p = (py, P2, ---Pn)
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Notaremos por C el conjunto correspondiente a todas las estrategias mix-
tas, que en este caso estarian formadas por carteras del conjunto C*. Eviden-
temente e’ € C*, y C* C C.

El trabajo de TOBIN (1958) (4) puede ser utilizado para demostrar que las
distribuciones de las carteras pueden ser ordenados en términos de medias y
varianzas. Los axiomas de Neumann-Morgenstern estan definidas sobre el
conjunto C que contiene al conjunto C* y todas las distribuciones que pueden
ser generadas formando estrategias aleatorizadas entre las carteras en C*.
Asi, por ejemplo, una mixtura de dos distribuciones normales es bimodal con
funcién de densidad

f(x/ta, 6%) = ginx/iy, 624) + (1-0) fy (X1, 625)

donde uq y 02, vienen dados por las expresiones (2) y (3} y fy indica la fun-
cion de densidad normal.

Pero como siempre se pueden construir estrategias aleatorizadas, |a hipo-
tesis de normalidad no es suficiente para poder utilizar el andlisis media-
varianza para ordenar todas las alternativas de una manera consistente con
la axiomatica de Neumann-Morgenstern, salvo que la funcién de utilidad w(X)
sea cuadratica. Sin embargo si el objetivo es seleccionar la decisién dptima
de los conjuntos C* 6 C, las mixturas de probabilidades generalmente pueden
ser excluidas del analisis como posible candidato para ser optimas, ya que
cada estrategia mixta es dominada por alguna estrategia pura y/o por una
cartera, pudiendo entonces ser utilizado el analisis media-varianza con una
clase extendida de funciones de utilidad de Neumann-Morgenstern.

El primer caso en el cual las estrategias mixtas pueden ser eliminadas
como posibles decisiones optimas es cuando tanto las estrategias puras
como las estrategias mixtas pueden ser seleccionadas en un problema de
decisian, este seria el caso si las estrategias puras corresponden a alternati-
vas mutuamente excluyentes.

Para demostrar que una estrategia mixta no sera 6ptima, demostraremos
el siguiente teorema.

TEOREMA 2
Sean e," y e," dos estrategias puras pertenecientes al conjunto C*, tales

que e;", es preferido a ", 84" » &;", y sea la estrategia mixta e; € C, enton-
ces se verifica que e, es preferido o domina a e;, e,* €, para v q €[0,1].
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Demostracion
Es casi inmediata, basta obtener las esperanzas de las utilidades para
ambas estrategias y tendriamos:

EIUX 1= UX) d1aF(x)+ (1-9)Fa(x) ) =
=q ] U dF()+(1-q) | Ul d Fax)
= QEUKX) ]+ (1-9) E[UX)]) <

< E[UX;)] = &7 » eq

lo cual es evidente ya que q € [0,1].

Luego vemos que la estrategia pura ¢ptima domina a las estrategias mix-
tas, y consecuentemente las estrategias mixtas pueden ser excluidas en la
eleccion de la estrategia optima (5).

Si en el problema de decisidon no son posibles las estrategias puras, de
manera que las estrategias mixtas no pueden ser excluidas utilizando el argu-
mento anterior, entonces se puede demostrar que para toda funcién de utili-
dad U(x) estrictamente concava una estrategia mixta e, es dominada por la

correspondiente cartera g, cuando g = r y para ello enunciamos el siguiente
teorema.

TEOREMA 3.
Una cartera e, domina {es dominada por) a la estrategia mixta e;, q =T,

para toda funcién de utilidad de Neumann-Morgenstern estrictamente conca-
va (convexa), y &, es indiferente a e, cuando la funcion de utilidad es lineal.

Demostracion

Teniendo en cuenta la desigualdad de Jensen para dos resultados o con-
secuencias Xy, Xp, Xy # Xp tendremos:

U(alx;) + (1-a)xz) > (<) qU(xy) + (1-q) U (x2); g € [0,1]

para U(x) estrictamente concava. Pero como x, ¥ X, son valores particulares
o realizaciones de X, y X,, podemos tomar esperanzas con respecto a la dis-
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tribucion conjunta de (X, X,):

E[U(gX; +(1-q) X)) =] U[gx + (1-q)xa]dF(xq, X,) =
= E[UMX} g 2 (2) [ [qUx) + (1-G) U(x)1dF(x;, x5) =
= g [ Ux)dFi(x) + (1-q) | Ulxs)dFaixs) = E[UX )]

De donde se deduce, que efectivamente si una cartera puede ser formada
con la correspondiente estrategia mixta, entonces las estrategias mixtas pue-
den ser excluidas del conjunto de las posibles decisiones éptimas cuando el
decisor tienen aversion al riesgo (6).

Vemos pues que se puede utilizar el andiisis media-varianza para la elec-
cion de una alternativa éptima sin necesidad de imponer la restriccion de que
la funcion de utilidad se corresponda con una funcién de utilidad Neumann-
Morgenstern cuadratica.

Si solamente tenemos estrategias puras y las estrategias mixtas que se
pueden generar a partir de ellas, tenemos que realizar la eleccidn optima
entre ellas, entonces alguna estrategia pura es al menos tan preferida como
cada estrategia mixta, asi pues

max E[U(X}] = max E[U(X)] para toda U(x) creciente

e e*

Si las carteras pueden ser formadas por estrategias puras, cualguier deci-
sor con aversion al riesgo preferird una cartera a la correspondiente estrate-
gia mixta, pues

max E[U(X)] = max E[U(X)]

e e”
para toda funcion de utilidad U(x} creciente y concava.

5. LA FUNCION DE UTILIDAD MEDIA-VARIANZA Y LA CONDICION LS

Sabemos que existen diferentes enfoques para representar las preferen-
cias del decisor sobre las estrategias que dan lugar a resultados o conse-
cuencias aleatorias. Asi pues con el analisis media-varianza se pueden orde-
nar las alternativas de acuerdo al valor de una funcién definida sobre la
media y ia varianza, o desviacidn estandar, V(u, o;), mientras que el criterio
de la utilidad esperada utiliza el valor esperado de 'a funcién de utilidad defi-
nida sobre los resultados o consecuencias. El hecho de existir diferentes
enfoques ha generado abundante literatura, asl pues algunos autores anali-
zan las ventajas y los inconvenientes de cada uno de los enfogues, mientras
que otros estudian las condiciones bajo las cuales los diferentes enfoques
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conducirian a los mismos resultados, o al menos aproximadamente.

Evidentemente algunas restricciones deben de ser realizadas sobre el
decisor o sobre el conjunto de variables aleatorias que comprenden el con-
junto eleccién si se quiere asegurar cierta consistencia entre la ordenacion de
las alternativas mediante el analisis media-varianza y mediante el criterio de
la utilidad esperada. Asi pues, en apartados anteriores deciamas que la fun-
cién de utilidad tenia que ser cuadratica, o imponiamos alguna otra restric-
cién.

Cuando se utiliza una hipétesis para garantizar que el analisis media-
varianza y la utilidad esperada producen una ordenacion consistente de las
alternativas, entonces esa hipétesis puede también utilizarse para desarrollar
relaciones en ambas aproximaciones. Asi pues, veiamos que admitiendo una
funcion de utilidad cuadratica en el analisis media-varianza teniamos una fun-
cién del tipo:

V (i, 6) = p—h (p2 + 62)
obteniendo como curvas de indiferencias semi-circulos concéntricos.

También se puede demostrar que si los resultados o consecuencias alea-
torias se distribuyen normalmente, entonces la funcion de utilidad media-
varianza V(u, 02) satisface la ecuacion diferencial:

oV a2V

D =
a2 a2

o bien si 1a expresamos en funcion de la desviacion estandar (7}, seria:

1 dV a2V

G 0J0C a u2

Pero las dos condiciones que estabamos utilizando hasta ahora, la utilidad
cuadratica y la normalidad, no siempre son aceptadas de forma general para
obtener una ordenacién consistente. Por ello introducimos la condicion LS
(parametro localizacion y escala) y diremos siguiendo la definicion dada por
W. Feller que "dos funciones de distribucién F,(x) y Fo(x) difieren solamente

en sus parametros localizacion y escala o y B, si se verifica que

INDICE
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Fi(x)=F5 (c+PBx), cona=0yp>0

Con el fin de espedificar mas concretamente la condicion LS y al mismo
tiempo establecer las relaciones concernientes a las representaciones bajo
las aproximaciones media-desviacion estandar y utilidad esperada, supone-
mos la existencia de un conjunto eleccion en el cual todas las variables alea-
torias Y, cuyas medias y, y varianzas o2 existen, difieren unas de otras sola-
mente por los parametros localizacion y escala, y sea X la variable obtenida a
partir de Y; utilizando la transformacion:

Yi— pi
X =

G

La utilidad esperada de Y,, puede escribirse como:
b b

ELUY)] =] Uly)dF(x) = | Ufu;+ opx)dF(x) = V@, o)  (5)

a

donde (a,b) es el intervalo de definicion de X, que puede ser finito o infinito.

La expresion (5) define la funcion de preferencia media-desviacion estan-
dar asociada con cualquier funcién de utilidad U(Y;) en el modelo utilidad
esperada, y se utiliza como punto de partida para el andlisis de las propieda-
des relativas a V (u,5). No se impone ninguna restriccion sobre la forma de la
funcion de utilidad ni sobre F(x).

Para analizar la funcién V {u,0), empezaremos por obtener sus derivadas-

parciales:

av b b x

— = Vo (u,0) = U (W + ox)dF(x) = [U"(u + ox) | xdF(x)dx
do & a a

ov ’

- = Vulu, 0) = U (u + ox)dF(x)
T 2
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Entre las propiedades de la funcion V (u, o) tenemos:

. dV
— 20,V 020U u+ox}2z0,Vu+ox
dp

. av
— 20,Vi,o020=2U"+ox) <0,V +ox
Jdo

la demostracion es bastante trivial, pues basta tener presente que E[X] =0y
por tanio

| xdF(x) <0
Si designamos por S (L, ) la pendiente de una curva de indiferencia, tendre-
mos:

b

oV
_ = U+ ox)xdF(x)
JG @
S (no) = = =
gV o
= U u+ox)dF(x)
a u A

b %

J (U™ (u+ox) ] xdF(x)) dx

b

J U (u + ox)dF(x)

a

LS (u,0)20,Vi, 620 Ufu+ox) 20 y U" (u+ox) 20,V +ox

IV. V (u, o) es una funcién céncava para Vuy Vo >0 < U" (u + ox) <0 para
YU + OX

Para demostrarla basta con analizar los signos de las derivadas segundas.

Esta propiedad es especialmente Util en modelos econdmicos en los cuales
V (1, o) es maximizada sobre posibles conjuntos que son tambien convexos.

IiNDICE
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NOTAS

(1) Una altemativa o estrategia pura es considerada como aguella que nos conduce con
probabilidad unidad a un resultado o consecuencia.

(2} A partir del conjunto de estrategias puras el decisor puede extender este conjunto al
conjunto de estrategias mixtas €, para ello basta con aleatorizar el conjunto de estrategias
puras, es decir asignandole una probabilidad p; a cada estrategia pura e;, asi pues una estra-
tegia mixta vendra caracterizada por un vector de probabilidad asociado p= (P, - P - Bp)
de tal manera que le asigna probabilidad p; a 1a estrategia pura e . Notaremos la estrategia
mixsta por €, ¥ la podemos expresar Gomo:

de forma gue se obtiene el resultado o consecuencia de la estrategia pura e; con probabilidad
p, y asi sucesivamente el resultado o consecuencia de la estrategia pura e, con probabilidad
py - Cuando el vector de probabilidad asociado sea el p = (0,0...1,...0) entonces la estrategia
mixta e, coincide con la estrategia pura &;.

(3) Las correspondientes curvas de indiferencia en el semi-plano {4, ¢¢) tiene como pen-
diente
do? 1-2bu

dp b

mientras que en el semi-plano (i, o) son semi-circulos concéntricos con centro en el punto
{1/2b,0) y pendiente
do 1-2bp

du 2bo

{4) Algunos autores han empleado el andlisis media-varianza para analizar decisiones opti-
mas sin especificar una funcién de utilidad cuadratica. Asi pues, en el contexto de analisis da
carteras si el resultado de cada accion o estrategia pura se distribuye normalmente, las distri-
buciones generadas por tas posibles carteras formadas son normales.

(5) Este resultado se verifica para toda funcién de utilidad U(x) de Neumann-Morgenstern
creciente.
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(6) Estos dos teoremas se verifican en general y no dependen de si ia funcion de utilidades
esperada puede ser representada onicamente en términos de medias y varianzas.

(7} A partir de ahora nos vamos a referir a V (y, o) para simplificar los calculos.
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