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En el proceso de modelizacion econémica, son multiples las circunstancias
que nos conducen ante un problema con varios objetivos normalmente con-
trapuestos, y no siempre comparables e incluso en diversas ocasiones con
distinta prioridad o rango.

Si los diversos objetivos se pueden ordenar por una importancia relativa {a
resolucién del problema consistira en determinar politicas que aseguran la
consecucion de las metas requeridas de una manera satisfactoria, dentro de
los niveles de prioridad establecidos.

Sobre la base de estas consideraciones, nuestro interés se centra en lle-
var a cabo la formulacion del problema matematico gue se genera, asi como
el establecimiento de métodos que nos resuelven el problema planteado.

En primer lugar explicitamos varios posibles esquemas del planteamiento
matematico de la optimizacion dindmica por metas, desde el punto de vista
de los objetivos y los niveles de aspiracion que deseamos conseguir, con el
fin de dar una metodologia general que pueda abarcar al mayor numero de
casos posibles. Posteriormente expondremos algunos de los métodos mas
eficaces para su resolucion. Finalmente comentaremos las modificaciones a
tener en cuenta en el caso de problemas en tiempo discreto o con un gran
numero de variables o restricciones.

Es conveniente puntualizar por ultimo, gue existen multiples facetas de
indole estadistico y economeétrico que no abordamos, centrdndonos en la for-
mulacion del problema determinista dindmico que pudiera servir de inicio para
la consecucion del méas general y global.

1. EL MODELQ DE LA OPTIMIZACION DINAMICA POR METAS

En nuestro problema dinamico existiran dos tipos de variables: las de esta-
do o endégenas, que nos miden la evolucion del sistema a lo largo del tiempo
y denotamos x(t), y las de control o exdgenas instrumentales, que nos reco-
gen las decisiones realizadas a lo largo del proceso, y que escribiremos u(t),
siendo t la variable tiempo que consideraremos de forma continua. En con-
creto, nuestro modelo vendra expresado por el sistema diferencial;

*'(t) = hix(t)ult),t)

x(tg) = xp,

donde consideramos que x(t)e B, u(t)e ™ y el periodo de planificacion ven-
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drd dado por [t,, T]. Asimismo, podremos considerar que existen s restriccio-
nes sobre nuestras variables de estado y/o control:

glx(t),ult),t) s 0.

Nuestros objetivos vendrdn expresados mediante funcionales que nos
recogen la evolucion a lo largo del tiempo o en el instante final de ciertas
medidas de las variables de estado y/o control, es decir, consideramos p
objetivos:

Jx(t),ult)) = (Jx(t)u(t)), J(x(thult),..., J(x(t),u(t))

donde cada J; toma la forma:

T
3 x(0,u(e) = J' £(x(t),u(t),1) dt
to

Si estuviéramos abordando un problema de control éptimo multiobjetivo,
éste vendria formulado como:

Minimizar J(x(t),u(t))

s.a  x'(t) = h(x(t)u(t),t)
x(tg) = %xg
glx(t),ult),t} s 0,

donde, afiadidas a las anteriores, pueden aparecer condiciones terminales
sobre nuestras variables.

Sin embargo, el problema principal en cualquier planteamiento multiobjeti-
vo se deriva de la dificultad para establecer una ordenacion racional en el
espacio Rpr. Si el objetivo es miniminar los funcionales J;, es claro que una

combinacion es preferida a otra en la que todos aumentan de valor, pero
;cudl elegir si unos aumentan y otros disminuyen? En la literatura existen
diversos métodos para establecer ordenaciones, atendiendo a diversos crite-
rios. Nosotros utilizaremos la técnica de programacion por metas. En ella, el
decisor, consciente de la imposibilidad en general de minimizar todos los J;,
establece unas prioridades entre los mismos asi como unos niveles minimos
(o maximos) de aspiracién para cada objetivo {metas), de forma que se consi-
dera satisfactoria toda combinacién en la que cada objetivo se mantenga
dentro de los limites fijados. En caso de no existir combinaciones admisibles
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que verifiquen todas las metas, se considerara como "mejor" solucion aquélla
que quede mas cerca de la satisfaccion de las mismas a los niveles més altos
de prioridades, es decir, consideramos el orden inducido por la relacién "a es
preferido a b lexicograficamente" si y s0lo si

a; = b

p 1 =12,...,r-1, y a <b

En un planteamiento dinamico, la imposicion de metas puede enfocarse de
dos formas distintas: como una cota global sobre los valores finales de los
funcionales, o bien como una cota dinamica sobre el valor acumulado de los
mismos a lo largo del periodo. En el primer caso, el vector de metas es de la
forma:

o = (al,az,...,up) € RP

y se puede imponer a cada funcional con desigualdad o igualdad:

Ji(x(t),ult)) = ay,
o Ji{X(t).U(t)) = oy,
6 Jix(t),ult)) = a.

En el segundo enfoque, el vector de metas es una funcién del tiempo:

o [t T} ——> RP,
alt) = (oy(th,op(t),...,et (1))

resultando en este caso relaciones de la forma:
t

‘[fi(x(T),u(T),T)dt
to

1A

o),

t
6 . j f£,(x(),u(t),%)dz
tO

o;(t),

v

t
5 J.fl[x(t).u(r),'r)dr
to

ﬂ'.l(t).

La filosofia de la programacién por metas se basa en la introduccién, por
parte del decisor, de niveles de prioridad entre sus objetivos, de forma que
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estd dispuesto a renunciar a |a obtencion de mejores resultados en las metas
de un nivel, una vez verificadas, en beneficio de la consecucién de metas
posteriores. Cada nive! de prioridades puede comprender uno 0 mas objeti-
vos, siempre que éstos sean comparables, pudiendo medir mediante ponde-
raciones la importancia relativa asignada a las metas que comparte un mismo
nivel.

Asi, si se introducen r niveles de prioridad, el problema se descompone
en r subproblemas, tendentes a lograr en cada uno de las metas correspon-
dientes, manteniendo las ya logradas en los anteriores.

En el caso en el gque se introducen las metas como condiciones globales
terminales, la idea consiste en minimizar en cada nivel la suma ponderada de
los funcionales correspondientes (suponiendo, por comodidad en la notacion,
que todas las metas son de |la forma menor o igual), imponiendo como restric-
cion la satisfaccion de los anteriores:

”

NIVEL K
Min R, (x,u} = z pJie(t),ult))

i€ Ny

(Py) 45,2 x'(t) = h(x(t),ult),t)

x(ty) = %q

glx(t),ult),t) = 0

Jix(thult)) = o5 j & (Nj,... Ny}

.

donde denotamos i ¢ N, si el funcional J; es uno de los objetivos del nivel k.
El funcional R, se puede considerar como una funcion de realizacion que
incorpora las ponderaciones |; asignadas a los diferentes funcionales del

nivel, y mide el grado de realizacion de las metas. Asi, si (u*(t), x*(t)) solucio-
na el problema Py y, para estas solucicnes, se verifica que

L(x* (1), u* (b)) = o, ¥i € N,

entonces se han conseguido las metas del nivel k, y se puede pasar al
siguiente. En caso contrario, no se puede deducir que es imposible verificar
las metas impuestas en el nivel k sin renunciar a las ya conseguidas en nive-
les anteriores, puesto que en la minimizacién de la funcion de realizacion
puede ocurrir que o bien la ponderacion o el propio objetivo tenga un mayor
peso en la funcidén con lo cual es posible que existan trayectorias que verifi-
quen todas las metas aunque no sea el minimo de la funcion de realizacion.
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Este hecho puede resolverse de dos formas, la primera consiste en mantener
un Unico objetivo por prioridad, o bien realizar un andlisis interactivo sobre las
ponderaciones ;. En este caso, se pueden cambiar las ponderaciones y vol-

ver a iniciar el método,

Debemos hacer resaltar que el Gltimo bloque de restricciones en el proble-
ma Py correspondientes a las prioridades anteriores, permiten una cierta flexi-

bilidad en el nivel actual con respecto a los mismos pues algunos de los valo-
res conseguidos por los objetivos pueden verse empeorados, siempre dentro
de los niveles marcados por las metas, y con el fin de cumplir exigencias pos-
teriores.

Para el segundo enfoque, es necesario introducir variables de desviacion
gue midan, en cada instante cuan lejos se encuentra la solucién actual de
verificar las metas dadas. Asi, se puede expresar para cada i:

t
Iflix(r),u(r),t)dr + m(t) - pilt) = et
to

donde ni(t) = 0 recoge las desviaciones por defecto y pi(t) = 0 por exceso con

respecto a la meta o,{t). Con esta notacion, en un instante dado t*, si pi(t*) = 0,
entonces:

t#
J.fi[x(r),u(r},'c)dr = qqlt*),

to

ysin(t) =0,
t-#
J‘fl(x[r),u(r),r}d‘r
to

v

o (1%).

Por lo tanto, segun gue las metas se hayan introducido de las formas
menor o igual, mayor o igual, o igualdad, deberemos minimizar p,(t), n(t}, o
pi(t) + ni(t), respectivamente. Supongamos nuevamente gue todas las metas

son de menor o igual. En este caso, en el nivel k minimizamos una funcién de
realizacion Ry(n,p) tal que una vez obtenida la solucion del problema, entonces

si Ri(n*,P*) = 0, esto implica que, para todo t ¢ [t,, Ty paratodoie N, es
pi(t) = O,
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por lo que las correspondientes funciones (u*(t), x*(t)) verifican las metas del
nivel.

NIVELK

a

Min Ry(n,p)

gs.a x'{t) = hix(t),ult),t)
X(to) = xo
g{x(t),ult),t) = 0

t

(Py) 4 Ifl(X(T],U[T),T}dT + ny(t) - pylt) = oglt) (0 € Ny)
to

t

J.f‘j(x["c),u{'r),"c)dt = o{t) (j e {Nj,..o Ny M)
1o

L n(t), py(t) =0 {i € NpJ,

En la formulacion se han incluido la condicién de que se verifiqguen las
metas de los niveles anteriores, la relacion entre las variables de desviacion y
los funcionales, y las condiciones de no negatividad de las mismas.

La funcidn de realizacién R, se puede definir de mdltiples formas siempre

verificando la condicién anterior, y mostrando la distancia entre nuestro objeti-

vo y nuestra meta. La extensidn mas inmediata del caso estatico viene dada
por

T

Ry(n,p) = J Z e [p,(t)] dt.

to|i € Ny

No obstante podrian definirse otras relaciones que penalizaran mas los
valores estrictamente positivos de las variables de desviacion. Por ejemplo:
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R, (n,p) = I E u.i[pi[t)]2 dt.

En cualquier caso, un valor éptimo estrictamente positivo de R, implicara la
imposibilidad de verificar las metas.

En el caso de existir otras relaciones entre los objetivos y las metas, como
pueden ser una relacién entre los integrandos fi(x(t), u(t), t) y las metas o(t) a

lo largo de todo el periodo de planificacién o sélo en el instante final, es decir,
entre fi(x(T),u(T),T) y o5(T), pueden ser analizados como un caso particular de

lo expuesto anteriormente.

2. RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS GENERADOS

Los distintos tipos de problemas en los que ha sido transformado nuestro
modelo original corresponde con una sucesion de problemas de control dptimo
recurrentes que pueden ser expresados de la forma:

T
min $(x(t), ult)) = I F(x(t), ult), t)dt

Q

s.a. x'(t} = H{x(t), ult), t)
(1) x(0) = X,
SJ(T, x(T), ulT)) = 0O, i=1 ..., 8
Gj(x[t), u(t), 1) = 0 j=1 ., p
u(t) e U

donde hemos supuesto que G; pueden ser restricciones mixtas, de estado y

control, o de estado Unicamente. Las restricciones terminales YT, en este caso
las hemos tomado: '

n+m

YT ={y e R /S(T, y) =0, j=1, ..., s}
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Supondremos que |a variable de estado es absolutamente continua y la de
control, acotada y medible, estando incluidas en éstas las variables de desvia-
cién anteriormente utilizadas.

Dichos problemas pueden ser resueltos desde el punto de vista computa-
cional por dos vias o direcciones, la primera mediante la discretizacion del pro-
blema original convirtiendo el mismo en un problema estatico, Kraft (1985),
Teo y Goh (1987), Teo y Jennings (1989), Teo y Wong (1992), el cual puede
ser abordado mediante la utilizacion de funciones de penalizacién o de progra-
macién cuadratica secuencial. La segunda consiste en utilizar alguna de las
dos técnicas anteriores en el espacio de funciones Smith (1984), Mayne y
Polak (1987), Machielsen {1988}, Smith y Mayne (1988).

En la primera de ellas, que es la que aqui presentamos, la idea que perse-
guimos consiste en partir de un problema de control optimo y reducirlo a un
problema no lineal, utilizando algun método de discretizacion. Después, resol-
veremos este problema no lineal con restricciones, mediante funciones de
penalizacién, reduciendolo a su vez a un problema no lineal sin restricciones,
donde resolveremos mediante programacion irrestricta, o bien el problema no
lineal restringide puede ser resuelto mediante programacién cuadratica
secuencial. Por tanto, el esquema basico del algoritmo total para resolver un
problema de control segun alguna de las discretizaciones mencionadas, seria
el siguiente:

P.N.L. con > P.N.L. sin
restricciones restricciones

En definitiva, tenemos dos partes claramente diferenciadas en el algoritmo.
La primera estudia las posibles discretizaciones del problema dado v la segun-
da utiliza funciones de penalizacion para la resolucion del problema no lineal.
Para su implementacion, se ha utilizado el lenguaje FORTRAN 77, sobre un
equipo DIGITAL 8530, con las ayudas de las librerias NAG y IMSL, versiones
15y 1.1, respectivamente.

La discretizacion, aspecto en el cual nos centraremos, puede ser llevada a
cabo mediante dos metodos: disparo directo y colocacion directa, los cuales
hemos implementado para el problema (1). En ambos métodos parametriza-
mos las variables. En el primero, las variables de control, y en el sequndo las
de estado y control, es decir, escogido el nimero de subintervalos de Ia parti-
cion a considerar, que denotaremos por N, elegiremos los puntos en la misma
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tp <ty <. <ty =T

que nosotros hemos escogido igualmente espaciados, aunque es perfecta-
mente posible hacerlo siguiendo algun criterio distinto, como las raices de los
polinomios de Chebyschev; o bien incluirlos como elementos a determinar
dentro del método de acuerdo con algun criterio de optimalidad.

Una vez escogida la particidn parametrizamaos la variable segun los valores
de la misma, y en su caso de su derivada, en los puntos de la particion, y la
aproximamos segun funciones constantes a trozos o polinomios de tercer
grado de Hermite o spline.

Resaltamos que el proceso de discretizacion de las variables, funcion obje-
tivo, restricciones, etc., es casi analogo en los dos métodos, salvo en el trata-
miento de las variables gue se toman como principales y de la ecuacion dife-
rencial. Es por ello que el estudio de estos dos métodos lo vamos a exponer
conjuntamente, comentando el fundamento tedrico y viendo las particularida-
des especiales que surgen en cada uno.

Si denotamos por v(t) i = 0,1,...,N. Los valores correspondientes a la para-
metrizacion, es decir, v(t) € B™ o v(t) € FEn+m, dependiendo del método de
disparo directo o colocacién, la funcién constante a trozos, continua por la
izquierda, que notamos "w", queda definida por:

vit ) si te [t,t )
] Nt

v(T) si t=T

wit) =

En las ofras dos aproximaciones, la idea de partida seria la misma: cons-
truir un polinomio de tercer grado que aproxime la funcion dada; segun las
condiciones de derivabilidad exigidas, deduciremos el método de aproxima-
cion Hermite o spline. Sobre cada subintervalo, consideramos un polinomio de
grado tres:

0
aJ(t] = bj

+obdt - 1) o+ bt - )+ B - o)

] j J ] J J
cuyos coeficientes seran determinados exigiendo condiciones de derivabilidad
para la funcion w. La aproximacién de v, w, la definimos como un polinomio de
tercer grado en cada subintervalo y que toma los valores de v en los puntos de
la particion, es decir:
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alt) si te(t, t_”) ‘
wit) = I

v(tJ} si t=1t paraalgin j =0, ..., N
J

Ahora bien, exigimos que la aproximacion construida, w, sea continua en el
intervalo [tg, T] , por lo que se debe cumplir:

alt) = v(t)
Jo J

alt ) =vit ) j=1, ..., N
1o+ j+i
Asi, w siempre sera continua exigiendo las expresiones anteriores. Segun
que ademas, exijamos condiciones de derivabilidad de w, estaremos en un
método u otro. Si pedimos que la primera derivada de w sea continua, el méto-
do se llama aproximacién cubica a trozos de Hermite y si exigimos que la
segunda también lo sea, estamos en el método de aproximacion cubica spline.

El error que cometemos al considerar |la variable discretizada por Hermite
en lugar de la variable continua, depende del diametro de la participacion y de
la derivada de orden cuatro de la funcion v. Concretamente, viene expresado
por el siguiente teorema (Boor, 1978).

TEQOREMA 1

Suponemos que v es una funcién de clase cuatro sobre un intervalo |. Sea
w su aproximacién cubica de Hermite construida por el proceso anterior.
Entonces, si denotamos por /el diametro de la particion:

. 1 {4 Fs
Nwit) = vt = 587 oM2%, [via)| £

Se puede observar que esta aproximacién es local, en el sentide que el cal-
culo de los coeficientes s6lo depende de los puntos { cercanos a él y no de
todos los puntos de la particion dada. En el método de aproximacion cubica
spline, exigimos que la segunda derivada de w también sea continua, tenién-
dose que cumplir, ademas, las siguientes condiciones:

ry t = !’t ‘= L
() = a(t) i=2 ., N
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Observemos que este método no es local pues al hallar las soluciones del
sistema, dependen de todos los valores t; de fa particion. La expresién del

error viene dada por el teorema siguiente (Hall y Meyer, 1976).

TEOREMA 2
Sea v un funcion de clase cuatro sobre | y w su aproximacién construida
por el método cubico spline. Entonces:

(4 a
lwit) - v(t)lIl = Tma o REX, v (a)] £ a

La expresion de Hermite posee la ventaja de tener una forma analitica de
los coeficientes en funcién de los valores de la parametrizacion pudiéndose
obtener la de su derivada.

Como Ultimo comentario, diremos que las discretizaciones de las variables
estudiadas, como es légico, no son Unicas y se pueden intercambiar por otras.
Asi, en el caso que no tengamos o ho deseemos informacion sobre las deriva-
das de las variables de control, podemos utilizar los polinomios de Bessel.

Una vez que hemos reducido las variables al espacio finito dimensional,
pasamos a la construccion de un problema no lineal de la siguiente forma.

El funcional del problema inicial,

T

J' Fix(t),u(t),1) dt

]

para cada valor de la parametrizacién, se aproxima mediante una cuadratura,
obteniendo su valor en el mismo, conociendo los puntos de la paricién y las
aproximaciones de x(t) y de u(t); asi, obtenemos en general una funcion no
lineal, dependiente de las variables consideradas, es decir, en disparo directo,
mx{N+1) y en colocacion directa (m+n)x(N+1); en cualquier caso, notaremos a
estas variables de forma general "&", siendo de la dimensién correspondiente
segun el método.

Hemos utilizado subrutinas del libreria NAG, considerando F como funcién
de la variable "t". La idea seria aproximarla mediante una funcion no lineal, F,
de la forma:
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T N
H8) = I Hndt = T M)
tg 1=0

donde .#(t) = F(x(t), u (t), t) y los puntos de la particion " estan dados y  7;
son los pesos correspondientes, que pueden ser calculados, por ejemplo, por
diferencias finitas. Para aplicar esta subrutina, necesitamos una particién con
al menos cuatro puntos, utilizando en particular la cuadratura debida a Gill-
Miller, que usa una férmula de tercer orden en diferencias finitas. Con esto,
obtendremos el valor de la funcion objetivo para unos valores iniciales de las
variables, /&), no teniendo un conocimiento explicito de esta funcion. Por
tanto, cada vez que necesitemos evaluar {a integral tendremos que pasar por
todo el proceso de aproximacién de las variables de estado y control.

Veamos como hemos considerado las restricciones. En primer lugar, si apa-
recen restricciones finales:

SJ(T, x(T), u(T)) = O i=1 .. s
seran tratadas como restricciones de igualdad, dependientes de &,
SJ(T, x(T), ulTh = Cj(é) =0 i=1 ..., s

Para las restricciones de desigualdad, hemos considerado varias formas de
discretizacion. La primera, seria considerando las restricciones que aparezcan
de estado, de control o mixtas, como condiciones finales, construyendo unas
variables de estado auxiliares y,,;, | = 1, ..., p, cumpliendo la siguiente ecua-

cion diferencial:

¥’ = max {0, Gj[y(t)’ wit), t)}

n+j

oyt0) = O P p

donde las variables y4, v, ..., ¥, son los valores de la variable de estado apro-

ximadas del problema. Una vez obtenidas, ias restricciones de desigualdad
impuestas en el probiema no lineal son:
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= i) = i =
Y ne; (T CE=+j (&) 0 i=1 ..., p
Aqui podemos observar que seguimos la misma idea que en las funciones
de penalizacion, es decir, si la restriccion j-ésima se verifica para todo t:

GJ(W[t), y{t), t} = 0,

ta correspondiente variable auxiliar resulta ser cero, con lo que se cumpliria la
restriccion. En caso contrario, con la ecuacién diferencial y la restriccion
impuesta, obligamos a la verificacion de éstas en el tiempo final; a igual que
en la funcién objetivo, con este proceso obtenemos el valor de las restriccio-
nes en un punto &, y no su expresion analitica.

Como estas variables son independientes de las variables de estado inicia-
les, la resolucion del sistema la hemos realizado conjuntamente con el sistema
de ecuaciones diferenciales inicial, no teniendo que "llamar" dos veces a la
misma subrutina y obteniendo en un mismo bloque las variable de estado y las
auxiliares.

Ahora bien, consideradas de esta forma, las restricciones de desigualdad
impuestas pueden violarse, por errores de computacién. Una posible alternati-
va seria considerarlas directamente en todos los puntos de la malla, de forma
que por cada restriccidn:

Gi(x(t), u(t), 1) = 0 i=1, ..., p
introducimos N + 1 restricciones, una en ¢ada punio, es decir para cada i
G.x(t), ult), t) =0 ji=0 ..., N

1 ] 1 J

Esta forma de considerar las restricciones tiene sus ventajas e inconvenien-
tes. Es obvio que el numero de restricciones aumenta con respecto al otro
metodo de discretizacion, pasando a ser (N + 1) x p, teniendo que trabajar con
un multiplicador de Kuhn-Tucker para cada una de ellas; en cambio, con el
anterior proceso teniamos que resolver un sistema de ecuaciones diferencia-
les, cuestion que agui no es necesaria.

Otra forma estudiada ha sido tomar las restricciones de desigualdad y ter-
minales conjuntamente, construyendo una dnica restriccién, englobéandolas a
todas, de la forma:
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s T P
6te) = ¥ I « [ ] maxo, 6)° at
=1
to io=1

y tendriamos que imponer una restriccion de igualdad al problema:
G@ =0

Esta manera de considerar las restricciones presenta la ventaja de que
todas las restricciones se transforman en una Unica restriccion, teniendo por
tanto un problema no lineal con una restriccion de igualdad. Ahora bien, como
estan consideradas en conjunto, puede que no se verifiqguen exactamente
como deseamos. Ademads, presenta el inconveniente que la restriccién de
estado terminal de igualdad que se obtiene no verifica la cualificacién de res-
tricciones usualmente exigida, no teniendo, por tanto, asegurada la convergen-
cia y se puede producir alguna oscilacién. Asi, una posible alternativa seria
tomarla:

G(é) = ¥

con ¥ un valor pequefic que fijamos de antemano, permitiendo una cierta hol-
gura.

Con este proceso, el estudio del problema inicial queda reducido a la reso-
lucion de un problema no lineal, con restricciones de igualdad y desigualdad,
que se puede resolver utilizando cualquier técnica propia para ellos y que
nosotros particularmente, resolvemos mediante las funciones de penalizacion;
en concreto, hemos utilizado una funcién lagrangiana aumentada, Fletcher
(1975, 1987) y dos funciones exactas, dependientes de la variable inicial,
como son la dada por Fletcher {1983, 1987) y por Di Pillo y Grippo (1989).

Una vez que hemos reducido el problema inicial a un problema no lineal de
la forma:

min $é)
s.a. C(&8) =

i
cle) =
J

0
0
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y para resolverlo es importante resaltar que estas funciones que obtenemos
en el problema no lineal van evaluadas en un cierto punto "&", es degir,
mediante este proceso, para cada valor de la parametrizacion, podemos obte-
ner la funcién objetivo v las restricciones, pero no sus formulas explicitas; esto
nos llevaria a no poder calcular tampoco directamente ¢l gradiente de estas
funciones. Estos gradientes son fundamentales para cualquier método de
minimizacion que utilicemos sobre ellos, de forma que necesitamos estimarlos
de aiguna forma; en este sentido, hemos utilizado una aproximacion, bien por
diferencias finitas, o bien siguiendo la linea apuntada por Goh y-Teo (1988) y
Kraft, (1985), considerandolas en el espacio de funciones que exponemos a
continuacion. Dada la funcion con respecto a la cual queremos calcular el gra-
diente, que notamos en general, M (es decir, F 6 G,). Consideremos, por sim-
plicidad, que la variable & en este caso son las variables de control, que nota-
remos (i

0= {u1(to)’ . ul(tN). uz(to}, . um[tN]}

Puntualicemos ¢émo se entiende la funcidn M en cada caso. Podemos con-
siderar una funcién general:

M(3) = Alx(@)(s)) + j mx(a)(t), §, t)dt

Q
de forma que si tomamos:

1)s=T,m=1, A =S, M(0) es la funcién objetivo
2)s=T, m=o0, A=S, M(() son las condiciones terminales
3) s =T, m=max (0, g)2, A =0, M((i) es la de desigualdad

Observamos que si en 3) consideramos m = max(0, g) obtendremos el gra-
diente de las restricciones de desigualdad, consideradas como condiciones
terminales.

El gradiente de M se puede considerar en el espacio de funciones, L,[0, T]
con el producto interior definido:

T
(v, w) = Iv(t}tw(t)dt

1}
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Teniendo en cuenta las condiciones necesarias del principio del Maximo,
debemos obligar, H, = 0, donde H = m + pth es la funcion hamiltoniana asocia-

da, con m variando segun la funcién que estemos considerando, y p sera la
variable de coestado que se obtiene mediante un sistema diterencial adjunto.
Es obvio que debemos tomar:

T
M = JHz su dt

o

donde du es la variacién del control u, que, a su vez, lo podemos definir en
funcién del parametro 4. Si notamos P; a un polinomio de grado tres:

Sult) = P (1 + 80) - P_{{)
3 3
Asi, sustituyendo:

T
sM = J'Ht (P (0 + &1) - P_(&))dt
] 3 3
0]

Y si tomamos derivadas parciales, podemos concluir:

T
L t " ay L -
- J' HY (P (0 + 80) - P (@)dt
ig

el O
2 g

A
i

como expresion del gradiente. Para el calculo de H, necesitamos la variable

de coestado, que vendra dada mediante la resolucion de una ecuacion dife-
rencial:

.t _ édm  t &h
p - T Bx P 3x
t FA(x(Q)(s))
pls) =

ax(1)(s)

que se resuelve hacia atras, con s, A y m segun la funcion que estemos consi-
derando. El valor de P5 (G + AQ) - P5(() dependera del método considerado en
la aproximacion de la variable de control.
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Con todo ello podemos presentar el algoritmo de discretizacion de nuestro
problema de control optimo.

Proceso de discretizacion mediante disparo directo

Primer paso: Damos una participacién del intervalo y un valor inicial (i de la
variable de control en estos puntos.

Segundo paso: Por alguna de las aproximaciones dadas, calculamos w,
aproximacion de u. Resolviendo la ecuacion diferencial obtenemos "y", aproxi-
macion de las variables de estado; si las restricciones son aproximadas como
condiciones terminales, calculamos conjuntamente las variables de estado
auxiliares yp, ;.

Tercer paso: Mediante una cuadratura, calcutamos el valor de la funcién
objetivo en este punto, Q).

Cuarto paso: Repetimos los tres pasos anteriores para todos los valoresa¥ée ,

j=1,...mx(N+1), con lo que obtenemos HuFle) y C(aFee) , en el caso’
de estimacion de gradientes por diferencias finitas. O bien implementamos
las expresiones antes indicadas dentro del espacio de funciones.

Observemos que si las restricciones se consideran punto a punto o con-
juntamente, no es necesario introducir su evaluacién en el algoritmo, puesto
que seria directa, sustituyendo en los puntos de la particion.

En el método de colocacion directa seguimos la misma filosofia que en el
método anterior pero se incorporan ciertas modificaciones para evitar la esti-
macién de algunos gradientes. El principal cambio que consideramos es
parametrizar tanto la variable de estado como la de control de manera con-
junta, de forma que no consideramos en este momento la dependencia entre
ellas; por tanto, parametrizamos todas las variables, segun los mismos méto-
dos, aungue el mas razonable seria el de Hermite. Para dichas aproximacio-
nes podemos utilizar el conocimiento de la derivada de la variable de estado

X{t) = H{x(t}, ult], t} j=0,.,N
j J i j

es decir, la ecuacidn diferencial no se resuelve directamente, sino que mds
bien "se colocan” los valores de la derivada en los puntos de la participacion.
La aproximacion de las restricciones se considera de igual forma pero se
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introduce una nueva restriccion de igualdad, considerando la ecuacion dife-
rencial, de forma que nos mida el error que cometemos al no tener en cuenta
la dependencia citada.

Clx,u,x ,u )= a; (t) - H(x U t) j=0,..,N"1
IV IS TN £ A
dondef es el punto medio del intervalo [t;, t.] y a; es el polinomio de tercer

grado construldo para las variables de estado De hecho, si utilizamos la
aproximacion cubica Hermite, los valores de x;, u;, a](t) se obtienen mediante

las expresiones:

- 1 £ .
xj = 5 (xj + xj+1] + . {H[xj,uj,tj) - H(Xj+1’uj+]’tj+1)}
- ¢
u, = —(u +u )+ —{wi)-vwit N

j 2 bl 8 J J+1

(1) = = Y ) + H £ )
aj(tj) =53 (:»cl+1 - xj) - Z {H X;’UJ’tJ + Xj+1’uj+1’ "

La idea seria obligar que:

Clx,u,x ,u J =0, j=10, ..., N-1
A I I

es decir, que el error cometido por evaluar directamente la ecuacion diferen-
cial, sea nulo. Con esto, este método siempre presenta restricciones de igual-
dad, independientemente de las propias restricciones del problema de control
optimo dado.

Teniendo en cuenta estas expresiones, se pueden deducir faciimente las
derivadas parciales de las restricciones C respecto de sus variables, resultan-
do una matriz que posee elementos no nulos en los bloques de la diagonal y
diagonal superior, siendo todos los demas cero. Su expresion viene dada por
las siguientes formulas. Con respecto a las variables de estado X;, X+
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y con respecto a las variables de control u;, uj,:

ac ah. 5h 1 6h &h
I S SN IR S R N |
6uj 4 auj 2 o 8 5 {:)uJ
J J
ac 8h. 8h | 8h  &h
-1 w1 Ty oy T T
6uj+1 4 6uj+1 2 au 8 ox auj+1

- - - } )
Hix ,u,t ).
iV

donde hemos notado EJ

Observamos que los gradientes de estas restricciones los obtenemos ana-
liticamente, es decir, no necesitamos estimarlos. Sin embargo, introducimos
unas restricciones de igualdad, que tendremos que tener en cuenta para la
resolucion del problema.

El algoritmo para la evaluacion de las funciones del problema no lineal uti-
lizando este método lo llamamos proceso de discretizacion mediante coloca-
cion directa y seria una posible alternativa al anterior, donde observamos que
basicamente difieren en las variables que se consideran y en la nueva restric-
cién de igualdad que imponemos en el segundo.

Proceso de discretizacion mediante colocacion directa

Primer paso: Damos una participacién del intervalo y un valor inicial de las
parametrizaciones de estado y control, que notamos é.

Segundo paso: Por un procedimiento de aproximacion, calculamos "w",

aptoximacion de u, e "y", aproximacién de las variables de estado.

Tercer paso: Mediante una cuadratura, calculamos el valor de la funcién
objetivo en este punto, A€) y obtenemos C;(8), j=0....,N-1, asi como las res-

tricciones de desigualdad y terminates, por alguno de los métodos vistos.

Cuarto paso: Repetimos los tres pasos anteriores para todos los valo-
res & ¥ Ze , j=1,..,(m+n)x(N+1), obteniendo asi los valores J(é¥le) vy los
de las restricciones de desigualdad en estos puntos, C(é¥e) , si déseamos
calcular vHe&) y ‘U’Ci(é) . mediante diferencias finitas centradas. Para las
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restricciones de igualdad, construimos la matriz del gradiente y evaluamos
directamente.

En este método, por tanto, trabajamos con una mayor dimension de varia-
bles, y con mas restricciones que antes pero se incorpora una peculiaridad
muy interesante desde el punto de vista computacional: el gradiente de estas
nuevas restricciones se puede calcular explicitamente, evitando su estima-
cion. Por este lado, por tanto, se produce un gran ahorro de tiempo de ejecu-
cion.

En definitiva, con todo el proceso de discretizacion hemos resuelto uno de
los pasos del algoritmo, es decir:

PC.O. > CF’.N.L. con restricciones )

E! segundo blogue del algoritmo global consistira en la resolucién del pro-
blema no lineal restringido el cual hemos implemento mediante las funciones
de penalizacién anteriormente comentadas (Calderén, 1993), estandose en la
actualidad implementando un método de programacion cuadratica secuen-
cial.

Con respecto al primero de los esquemas, las funciones de penalizacion, y
bajo las tres aproximaciones realizadas constantes a trozos, Hermite y Spline
se ha probado el siguiente teorema (Calderdn, 1993):

TEOREMA 3
Sea ui la solucion del problema discretizado con particién P'. Supongamos
que u* es una solucién del problema de control optimo. Entonces:

lim J) = JW*) g
i— »

TEQOREMA 4

Sea ui el control optimo de los problemas discretizados con particién Pi. Si
ui converge a una cierta funcién u, en casi todo punto en [ty, T] cuando el dia-
metro de la participacion tiende a cero, entonces, u es un control 6ptimo del
problema inicial. o

A partir del resultado anterior y debido a que las variables de estado deben
verificar el sistema diferencial, podemos asegurar un resultado analogo para
las mismas.
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Aungue los métodos aqui presentados poseen buenos tiempos de conver-
gencia, también es cierto que los mismos aumentan de forma muy significati-
va cuando el numero de variables se incrementan. Habida cuenta que multi-
ples problemas econdmicos poseen un gran nimero de variables y restriccio-
nes, puede suceder que los tiempos no sean demasiado convenientes, por lo
cual seria necesario la adaptacidn a técnicas que mejoren los mismos. Ade-
mas de la depuracion en la implementacion de los métodos anteriores para el
problema de programacién por metas, existe la posibilidad de la descomposi-
cion, es decir el analisis del mismo para poder descomponerlo en subsiste-
mas, que manteniendo las relaciones estructurales, nos generen intercone-
xiones entre los mismos. Con todo ello, obtendremos una estructura a dos
niveles donde en el nivel superior debe plantearse un esquema de coordina-
cion con el fin de equilibrar las interconexiones, resultando para el nivel infe-
rior una serie de problemas, igual en nimero al de subsistemas, similares a
los anteriormente analizados, pero con menor nimero de variables que las
del problema original.

Un ultimo aspecto que queremos hacer resaltar, es el de los sistemas en
tiempo discreto, por lo cual nuestros objetivos vendran dados por

N
Lix(thut)) =) fi(x(t)ult),t,)
j=0

y el sistema vendra regido por
x(t;,)) = hix(t)),ult;),t;) j=0,1,...,N=L
x(ty) = x,

lo cual transforma la formulacion realizada en el primer epigrafe de una
manera natural y simplifica los desarrolios realizados en el segundo, mante-
niendo la filosotia del mismo pero la discretizacién del periodo de planifica-
cion estara fijada por los tiempos de evaluacion y por tanto no sera necesario
realizar un refinamiento de la particion.
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