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RESUMEN

El objetivo de este articulo es presentar una panoramica de los contrastes de
raiz unitaria propuestos en la literatura, que pretende servir de guia practica para el
investigador que necesite hacer uso de este tipo de técnicas. El estudio se cifie a
los contrastes aplicables a series no estacionales cuya media es homogénea en
todo el recorrido muestral, en el sentido de que esa media toma el mismo valor
constante, o sigue la misma funcién polindémica del tiempo a lo largo de toda la
muestra. El andlisis de los contrastes de raiz unitaria estacional, para series que
presentan estacionalidad, y de los contrastes de raiz unitaria con cambio
estructural, que conviene utilizar cuando la serie cambia de media, se realizara en
un trabajo posterior.

Palabras clave: Tests, raices unitarias, series integradas.
ABSTRACT

The aim of this paper is to present a survey of the unit root tests appeared in the
literature. It intends to serve as a guide for the research who needs to apply this
type of techniques. It is centered on tests to be applied on non-seasonal series
without structural change. The treatment of seasonal series and/or series series
with a mean that changes at discrete points of time is left for another paper.

Keywords:Tests, Unit Roots, Integrated Series.

1. INTRODUCCION

En su influyente trabajo, Nelson y Plosser(1982) analizaron numerosas series
econdmicas estadounidenses, poniendo de manifiesto que muchas de ellas
presentaban una caracteristica de no estacionariedad, procedente de la presencia
de una raiz unitaria en el polinomio de retardos autorregresivos del proceso
generador de las mismas. Este tipo de no estacionariedad tiene importantes
consecuencias en la modelizacién empirica de los fenémenos econdmicos. Box y
Jenkins(1976) ya habian insistido en la necesidad de identificar este tipo de
comportamiento en la modelizacién univariante. El desarrollo posterior de |a teoria
de la cointegracién, definida sobre variables con raices unitarias, aumentod el
interés de los investigadores hacia técnicas que les permitieran detectar la
presencia de raices de este tipo.

Este trabajo presenta una amplia panoramica de las técnicas de contraste
existentes en la actualidad, para abordar este problema.
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Para situar el tema, consideremos una serie temporal discreta que sigue un
modelo de ecuacién en diferencias estocastica de la forma:

(1.1.1) (1-¥4B-...- Woua+ BP Y X)) =(1-64B-...- 6,BY e
0 equivalentemente P(B)(Xr-1)=6({B)er t=1,2,...

donde B es el operador de retardos, w:=E(X:), {&) es una sucesién de variables
agleatorias independientesEe idénticamente distribuidas, con media cero y varianza
0, ¥i,..., Woua, 61,...,8q, 0 SON pardmetros, y donde se supone sin pérdida de
generalidad que este proceso cumple las condiciones de invertibilidad, Algunas de
las caracteristicas mas importantes de la serie estan determinadas por las raices
del polinomio asociado a la parte autorregresiva:

Y(@)=1-Wiz-....- PpeaZ"™

Asi, si la ecuacién ¥(z) = 0 tiene raices unitarias, la serie X: serd no
estacionaria. Estas raices pueden ser +1, -1 o exp (iA) para algin A en [0,2r). Este
trabajo se centra exclusivamente en raices unitarias con valor +1, por lo que, en lo
sucesivo, nos referiremos a este valor al hablar de raices unitarias.

Si existen d raices unitarias en el polinomio ¥(z), donde d=0, ¥(B) puede
factorizarse como:

(1.1.2) ¥(B)=0(B) (1-B)°
y escribimos {(1.1.1) como:
(1.1.3) @(B)A"(Xe-pe) = 8(B)e: t=1,23,....

donde g(B)=1-0:B-...-0,B". La expresion (1.1.3} representa X; mediante un modelo
ARIMA(p,d,q) o, equivalentemente, AX: como un modelo ABMAI(p,q). Notese que
esta expresion (1.1.3) revela que la existencia de d raices unitarias equivale a la
necesidad de diferenciar la serie d veces para alcanzar la estacionariedad, o lo que
es lo mismo, para poder utilizar una representacion ARMA invertible. Se dice en
este caso que la serie X: es “integrada de orden d”, y se denota por Xi~I(d). Dentro
del contexto economico, en la practica suele encontrarse que d=0, 1, ¢ 2.

Los tests recogidos en este trabajo estan disefiados para contrastar la hipdtesis
de existencia de raices unitarias en el polinamio autorregresivo, y determinar asi el
orden de integracion de una serie.
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Los contrastes estan clasificados por orden creciente de complejidad del modelo
que utilizan. Asi, en la seccion 2 se considera el modelo mas sencillo,
correspondiente a un autorregresivo de orden uno; los primeros contrastes, que
recogemos en 2.1, estan basados en el estimador de minimos cuadrados, y se
deben a los trabajos pioneros de Dickey y Fuller (1979, 1981). En 2.2 se expone
otro grupo de contrastes, basados en el ratio de Von Neumann, debidos a
Bhargava (19886).

La extension a modelos mas generales se lleva a cabo en la seccién 3.
Comienza, en 3.1, por trasladar los contrastes basados en los estimadores MCO a
procesos autorregresivos de orden superior, segin hacen Dickey y
Fuller(1879,1981). En 3.2 se incluye la posibilidad de contrastar en estos modelos
la existencia de varias raices unitarias, mediante tests de hipétesis conjuntas. Los
contrastes propuestos para modelos ARMA o mas generales, se exponen en 3.3,
donde se recogen los contrastes de una Unica raiz, y de varias raices unitarias; asi
mismo, se presentan en esta seccién los escasos contrastes en los que el supuesto
de raiz unitaria se trata como hipdtesis alternativa, siendo la hipétesis nula la de
estacionariedad.

El trabajo concluye con una representacion esquematica de los estadisticos que
se utilizan en cada contraste, los modelos para los que estan disefiados, y las
caracteristicas de su distribucién. Se pretende con ello proporcionar una
informacion a la vez detallada y facil de consultar acerca de los contrastes
publicados hasta la fecha.

2. EL MODELO AUTORREGRESIVO DE PRIMER ORDEN

2.1. Tests de raiz unitaria basados en el estimador de minimos cuadrados.

Consideremos en primer {ugar el modelo mas simple, correspondiente al
proceso autorregresivo de primer orden siguiente:

(2.1.1) Xe=pXii + & 1=1,2,...
donde Xo=0 y e ~ Nid (0,0).
Para contrastar la hipotesis nula de que p =1 en (2.1.1), esto es, que la serie X
sigue un paseo aleatorio, Dickey(1976) y Dickey y Fuller(1979) proponen dos

estadisticos. El primero es el llamado “estimador MCO normalizado”, T (4 1) donde
gdenota el estimador MCO de p en la regresién (2.1.1) y T es el tamafio muestral:
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el segundo es el estadistico £ cuya férmula coincide con la del estadistico t' usual
para contrastar la significatividad del coeficiente de X1 en la regresion:

AXe= Xea+es
conocida como “ecuacién de Dickey-Fuller”.

Las distribuciones en muestra finita de estos dos estadisticos no se conocen:;
pero Dickey (1978) y Dickey y Fuller (1979), basandose en representaciones
mediante formas cuadraticas, obtuvieron sus distribuciones limite bajo la hipétesis
nula. Bajo p=1 en (2.1.1), se tiene:

T (p—1) i;(w (T2-1)] y ei% (12 (T2-1)

donde

(2.1.2) ]"=2 YZ, T=Z Y27, y= (_I)HIW
1 P
siendo y=4[(2i-1)n}?y Zi~N(0,1) para i=1,2,...c0

Teniendo en cuenta el trabajo de White (1958), se demuestra que estas
distribuciones limite no dependen del valor inicial X., y ademas se mantienen si
simplemente e; es iid(0, c) Sin embargo, Xo influye en la distribucién en muestra
pequena.

El desconocimiento de las distribuciones en muestra finita y de distribuciones
limite cuyos valores criticos se puedan obtener analiticamente, lieva a Dickey
(1976) a construir, mediante simulacion de Monte Carlo, una tabla de los
percentiles de T(#'-1) y 1, en muestra finita, y asintéticos haciendo uso de las
representaciones anteriores. Estos valores son los que se usan para contrastar la
hipétesis Ho:p=1, y estan publicados en Fuller(1976), pags. 371 y 373.

Utilizando representaciones alternativas, Evans y Savin (1981a) calculan
mediante integracion numeérica las distribuciones en muestra finita y asintéticas de
(T/\jf }B-1). En muestra finita, las distribuciones se calculan para varios tamafios
muestrales y varios valores de Xo/c. Para X¢=0, los resultados concuerdan con los
tabulados por Dickey(1976) y Fuller(1976).
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Consideramos ahora series temporales {X:} con media no nula. En primer lugar
sea el caso en el que E(Xy) = p, siendo u constante. Si X; sigue un proceso AR(1),
se puede escribir:

(2.1.3) (X4-p1) = p(Xe1-p1) + &
0 equivalentemente:

(2.1.4) Xi=oc + pXe1 + & donde o= pu(1-p)
con e~ Nid (0,6%) y condicion inicial fijada.

La hipdtesis nula de que p = 1 en (2.1.3) corresponde a que la serie X: sigue un
pasec aleatorio sin deriva. Para contrastarla, Dickey-Fuller(1979) consideran el
estimador MCO normalizado T(g).—1) de la variable X.: en la regresién (2.1.4), y el
estadistico tipo t (denotado por 4,), de la misma variable en la ecuacidon auxiliar
(también conocida como “ecuacion de Dickey-Fuller”):

AX=04+0Xe 1+ t=1,2,...,T

Obtienen la expresion de las distribuciones limite bajo la nula. Los valores
criticos a utilizar en muestras finitas se encuentran en Fuller(1976) p.371 y 373. Es
importante sefalar que estos valores criticos son vélidos para contrastar que la
serie sigue un paseo aleatorio simple; en el caso en que este paseo aleatorio
incluyera una deriva, se demuestra (West(1988)) que los estadisticos de Dickey-
Fuller tienden asintéticamente hacia una distribucion normalz.

De manera andloga, para el caso en que E(X:) = u: = a + bt, si X sigue un
proceso AR(1), se tiene:

(2.1.5) Xi-a-bt = p[Xe1 - a-b(t-1)] + e

6 (21.6) Xi=a+ +an +e,cono= a(l-p) + bpy f=b(1-p) y donde,
igual que antes, e~Nid (0,6 ) y la condicién inicial esta fijada.

Bajo la hipotesis nula de raiz unitaria, (2.1.5) se transforma en un paseo
aleatorio con deriva: X=d+ X1+ e Los estadisticos de contraste propuestos por
Dickey(1976) y Dickey y Fuller (1979) son, asimismo, el estimador MCOQO
normalizado T (#'y el estadistico tipo t, denotado por 4., para el coeficiente -de X1
en la regresion auxiliar siguiente:
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1
AXi=o + B (- 5 T+6X1+€1 t=12,...T

Los valores criticos a usar se encuentran en Fuller(1976), p.371 y 373. Aqui
también conviene sefialar que estos valores son validos sélo si la serie sigue un
paseo aleatorio con deriva bajo la hipétesis nula. Si el paseo aleatorio incluyera,
ademas de la deriva, un componente tendencial, los estadisticos tenderian hacia
una distribucion normaid.

El uso de estos estadisticos de contraste estd muy extendido en la practica, en
particular ei estadistico tipo t, ya que resuita cémodo de utilizar e incluso su
obtencién es directa en muchos de los programas econométricos mas utilizados.
Ademas, como veremos posteriormente, se extienden de forma inmediata al caso
de modelos autorregresivos de orden superior. El gran inconveniente que
presentan es su baja potencia, sobre todo en alternativas estacionarias proximas a
la nula, como se refleja por ejemplo, en Dickey y Fuller (1979) y Sanchez de la
Vega (1993).

2 Porotra parte, en el modelo (2.1.4), obtenido a partir de (2.1.3), observamos
que, al ser a=p(1-p), a=0 si p=1. Asimismo, en (2.1.6) p=1 hace que P=0. Esto lleva
a Dickey y Fuller (1981) a considerar las tres hipétesis nulas siguientes:

(1) Ho: {on p) = (0,1) en el modelo (2.1.4)
(2)  Ho: (e, B, p) = (0,0,1) para (2.1.6)
(3) Ho:{a, B, p)=(c,0,1) en (2.1.6).

Los autores desarrollan el test de la razén de verosimilitud para estas hipétesis.
Los estadisticos que obtienen, denotados por &, @2 y ®3 respectivamente,
resultan ser funciones del estadistico tipo F que se suele utilizar en el modelo de
regresion lineal para contrastar restricciones lineales sobre el vector de parametros
de la regresion. Determinan las distribuciones limite de estos estadisticos. Estas
distribuciones limite son validas para todo Xo fijado y para el caso en gue los
errores {e} sean simplemente iid. Los valores criticos estan tabulados en
Dickey-Fuller(1981)

2.2. Tests de raiz unitaria basados en el ratio de Von Neumann.

En otra linea, Sargan y Bhargava (1983) se basan en los trabajos de Durbin y
Watson (1950, 1971) para contrastar la hipotesis nula de que los errores



INDICE

117

correspondientes a un modelo de regresion clasico forman un paseo aleatorio. De
forma algo mas general, Bhargava (1986) propone procedimientos de contraste de
la existencia de raiz unitaria en un proceso AR(1) con o sin deriva, contra
alternativas estacionarias y no estacionarias.

Los estadisticos que propone, para contrastar la existencia de un paseo
aleatorio simple, son ratios de tipo Von Neumann. Su expresién concreta varia
segun el supuesto que se hace sobre la condicion mncnal y/o la alternativa que se

considere. Asi, con la condicion inicial X1 = |+ [e+/(1-p2 ) ] el estadistico que utiliza
es:

I T r
Rl=?; (X'—lel)%’g (X,-X) donde i:lﬂ[ﬂj X
contra la alternativa de estacionariedad (Xi-u)=p(Xvi-p)+er, 0<p<1, t=2,....T.
En cambio, si se trabaga con el supuesto de que Xi=pu+e1, el estadistico es:
N, E (X -X,. 1)2,'2 (X,-X)?

tanto frente a alternativas de estacionariedad corespondientes a 0<p<1 como frente
ap>1.

En cuanto al contraste de paseo aleatorio con deriva, propone:

5 XX, ) e (X))

T 12Z[<T—1)X (=X, ~(T-0)X, ~(T-1)(X- 2, X))

!
Z (Xf _Xr—l)z _'IT(XT ‘Xl)2
N-_,: I:E

TlelX T-1
(Tl)f,;[( ) X, ~(T-nX I’

que se usan de forma analoga al caso anterior,

Bhargava (1986), pag. 378, presenta una tabla de valores criticos para estos
estadisticos, correspondientes a distintos tamafos muestrales.
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Estos estadisticos presentan potencias ligeramente superiores, en general, que
los de Dickey y Fuller, como se refleja por ejemplo en Sanchez de la Vega (1993).
Sin embargo, la aplicabilidad de estos contrastes es muy limitada en la practica ya
que estan disefiados exclusivamente para modelos AR(1).

3. EXTENSIONES.
3.1. El proceso autorregresivo de orden superior.

Los procedimientos de contraste de Dickey y Fuller (1979) para procesos
autorregresivos de orden uno se trasladan con pequefias variaciones a procesos
autorregresivos de cualquier orden. Consideramos en primer lugar, un proceso
AR(p) con media nula:

(31.1) XY ax, e,
=1

con er-Nid(0,6°) y la condicion inicial fijada.

Este modelo se reescribe en la forma:

P
(31 2) Xl:ﬂIXf—l +Z p’l(X.‘-)vl *Xr-;) +(Jr
i=?

P

dondep=2, p,= -): o LY p;Z @ y para i=2,...,p.
Fal

1=

Es claro que el polinomio autorregresivo tiene una raiz igual a 1 si y solo si
p=1.Para contrastar esta hipotesis se podria hacer uso del estimador MCO
normalizado de o en la regresion (3.1.2); el problema que se presenta es que la
distribucién limite de este estadistico contiene una constante desconocida, por lo
que no es aplicable. En la practica se utiliza el estadistico tipo t asociado al
coeficiente de Xi1 en la regresion:

p-l
AX{ = (pl_l)xr—l - Z pi'l AXI'-: + 6’:
t=l
que se conoce como regresion de Dickey-Fuller aumentada de orden (p-1) y se
suele hacer referencia al procedimiento con el nombre de “contraste ADF”. La gran
ventaja que tiene este estadistico t es que, bajo la hipdtesis nula, tiene la misma
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distribucién asintética que 4 definido en 2.1 , como prueban Dickey (1976) y Fuller
(1976). En lo sucesivo denotaremos también por 4 al estadistico t de Ho:pi=1 en
(3.1.2).

Un razonamiento andlogo se puede aplicar a los casos de un modelo AR(p) con
media constante, o con tendencia lineal. Los estadisticos a utilizar son los
estadisticos t de significatividad de X1, que se obtendran en una regresién ADF
que incluye una constante en el primer caso, o una constante y la variable tiempo
en el segundo; sus distribuciones limite son las mismas que las del modelo AR(1)
correspondiente, por lo que se utilizan las mismas tablas de valores criticos.

3.2.Tests de hipotesis conjuntas para varias raices unitarias en Procesos
Autorregresivos.

Hasta ahora, se ha considerado el caso en el que se contrasta la existencia de
una Unica raiz unitaria en el polinomio autorregresivo. Sin embargo, no se puede
excluir que, en la practica, las series con las que tenemos que trabajar puedan
contener mas de una raiz de este tipo. Dickey y Pantula (1987) y Pantula {1989)
han sugerido métodos secuenciales para contrastar un nimero arbitrario de raices
unitarias en procesos mixtos ARMA, que seran tratados en 3.3.6. Por otra parte,
algunos trabajos, centrados en el modelo AR(p), contrastan la existencia de raices
unitarias multiples a traves de hipdtesis conjuntas. Los examinamos en esta
seccion.

Hasza y Fuller (1879) contrastan la hipdtesis nula de dos raices unitarias en un
modelo AR(p} (con media no nula y tendencia}) mediante el estadistico tipo F de
una hipotesis conjunta; establecen la distribucion limite de este estadistico, y
tabulan sus percentiles bajo la nula.

Para este mismo caso, y con la intencion de mejorar los resultados anteriores,
Sen y Dickey (1987) proponen un test conjunto para la existencia de dos raices
unitarias en un modelo AR(p) con p=2, frente a alternativas estacionarias. Estos
consideran el modelo:

{3.2.1) X p=o (X -p)—ogX,_,-p)+. .. +aM(Xr,p,ﬁ) te,

con et~Nid(O,02), que reparametrizan en la forma:

I
(3.2.2)  AXX -p)=p, (X, ~p)+0, A -p)+Y BANX, -p)+e,

i
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Los parametros que aparecen son:
el

B,=Y (-k-lya, parak=12,..p

pehe?

pel pe2

P a-loy py=-(1+Y (f-ha)
1=l FEN

De esta forma, el modelo tiene dos raices unitarias si y sélo si pi=p=0. Seny
Dickey (1987) presentan una version modificada del estadistico tipo F propuesto
por Hasza y Fuller(1979), que da lugar a un coniraste mas potente frente a
alternativas estacionarias. Construyen el que llaman estadistico simeétrico Fu(2) que
es el estadistico F para pi= p>=0 en ia regresion (3.2.2) considerando la regresion
“hacia delante” y “hacia atras”. Concretamente, la regresion se lleva a cabo segun
los valores de las variables que aparecen en el cuadro 1. A partir de esta regresion,
se construyen los estimadores MCQ vy los estadisticos t de pi y p2, denotados por
/1, P, T Y Tzrespectivamente. Las distribuciones limite de Tz,da, T P2, 1, T2, asi como
la de Fm{2), se encuentran en Sen y Dickey (1987). Esta Gltima resulta ser la
misma que la de (tf, 1:3,)/2. Los autores presentan percentiles de las distribuciones
de interés.

CUADRO 1.

Variable Dependiente

Variables independientes

Xy mu) AXy,  a™., .. £

A'X A,

(X e -aX, fopel oeees

(e p) AXy o A%y, o A%y,
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A partir de esta regresion, se construyen los estimadores MCO y los estadisticos

t de Tfl y p2. denotados por 1, 5, T1 Yy 1: respectivamente. Las distribuciones limite

&, szz, T1, T2, asf como la de Fm(2), se encuentran en Sen y Dickey (1987).

Esta uitima resulta ser la misma que la de (T1+’|:2)f2 Los autores presentan
percentiles de las distribuciones de interés.

Mediante estudios de Monte Carlo, se pone de manifiesto que el estadistico
simétrico Fu(2) resulta mas potente que el Hasza y Fuller (1979), en la regién de
estacionariedad, (pi<0, ;:<0), incluso en la frontera de esta region. En la region en
que al menos algun pi>0, la potencia del F simétrico es aun mas competitiva con el
F de Hasza y Fuller. Ambos estadisticos presentan un ligero sesgo cuando p; es
ligeramente mayor que 0 y presta proximo a 0.

El gue estos contrastes contemplen sélo la existencia de dos raices unitarias
podria, en principio, parecer una limitacion; sin embargo, en la practica, esto no
supone un gran problema, ya que generalmente las series temporales que
aparecen en economia tienen a !0 sumo este nimero de raices.

Los estadisticos que intervienen en estos contrates son comodos de construir y
de utilizar. Desde nuestro punto de vista, los principales incovenientes que
presentan son su aplicabilidad exclusiva a modeios autorregresivos puros, y su
baja potencia en determinadas alternativas. Este ultimo problema estd presente en
general en todos los contrates de raiz unitaria pero en este caso, al contrastar
conjuntamente la existencia de dos raices unitarias, el problema se agrava, pues el
test puede en ocasiones concluir errébneamente que la serie contlene dos raices
unitarias en situaciones en que no contenga ninguna.

3.3. Representaciones generales: proceso ARMA y procesos con
innovaciones débilmente dependientes.

Hemos visto que el contraste basico de Dickey y Fuller (1979) de una raiz
unitaria en modelos AR(1) se generaliza facilmente al caso de modelos AR(p); sin
embargo, no se puede extender directamente a modelos ARMA (p,q), ya que se
basa en la condicion de ruido blanco de ias innovaciones.

Dicha restriccion tiene bastante trascendencia a la hora de contrastar la
existencia de raiz unitaria en series temporales econdmicas, sobre las que existen
indicios considerables para pensar que contienen términos medias méviles {véase
entre otros Schwert (1987)). A lo largo de este apartado expondremos los distintos
contrastes que se han propuesto para estos casos mas generales.
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3.3.1. Aproximacién mediante un proceso autorregresivo.

Said y Dickey (1984) intentan resolver el problema comentado anteriormente,
probando que es posible aproximar un modelo ARIMA (p, 1, q) por un
autorregresivo cuyo orden es una funcion del nimero de observaciones, T. Su
procedimiento de contraste es muy simple, y consiste en utilizar el estadistico t en
una regresion ADF de orden k, escogiendo k de forma que k:o(T”a). Este
estadistico tiene la misma distribucion limite que la del correspondiente estadistico
para modelos autorregresivos puros, y cuyos percentiles aparecen recogidos en las
tablas de Fuller (1976), pag. 373. De esta forma, es posible contrastar la hipttesis
nuta de una raiz unitaria sin conocer los érdenes p y q.

Este procedimiento de contraste resulta muy aconsejable en la practica ya que,
aparte de no requerir el conocimiento de p y q, es muy facil y cémodo llevario a
cabo y ademas tiene mejores propiedades de potencia que otros contrates de
aplicacion similar (ver Schwert (1989) y Pantula y Hall (1991).

3.3.2. Modelos ARIMA (p, 1, q) con p y q conocidos.

En el caso menos realista de modelos ARIMA (p, 1, q) con p y q conocidos y
media nula, Said y Dickey {1985) proponen un procedimiento de contraste basado
en el estadistico tipo t similar al del contraste de Dickey-Fuller, pero obtenido a
partir de una estimacién no lineal, por el algoritmo de Gauss-Newton (detallado en
Fuller (1976), del proceso ARMA que genera la serie. Demuestran que este
estadistico tiende en distribucién hacia la de Dickey-Fuller.

Obtienen un resultado similar en el caso de una variable con media y distinta de
0, sin mas que trabajar la variable en desviacién de su media muestral.

La extension de este procedimiento de contraste a modelos ARIMA que incluyen
una tendencia lineal en el tiempo se aborda en un trabajo posterior por Said (1991),
obteniendo también un estadistico tipo t cuya distribucién Iimite coincide con la de
Dickey y Fuller (1979).

Las pobres propiedades de estos contrastes (ver Said y Dickey (1985) y Said
(1991}), junto con la necesidad de conocer los 6rdenes p y q del modelo ARIMA,
desaconsejan su uso en la practica.
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3.3.3. Modelos mas generales.

Phillips (1987) desarrolla contrastes de raiz unitaria a través dei estimador de
regresién MCO vy del estadistico tipo t, para modelos generales que incluyen
innovaciones distribuidas heterogéneamente y débilmente dependientes,
basandose en resultados de ia teoria central del limite funcional (ver Billingsley
(1968)). Este procedimiento tiene la ventaja de que, a diferencia de las
aproximaciones expuestas anteriormente (en 3.3.1. y 3.3.2.), no se requiere la
estimacion de parametros desconocidos adicionales. Esto, junto al marco mas
general de su aplicacién, explica el mayor impacto que han tenido sus resultados
en la practica.

Se considera { X: } &1 un proceso estocastico, generado por:
33.2) Xi=pXu+u t=12,..

donde u: verifica:

a) E(u)=0 vt

b) sup: E | th | <o para algun f>2

{
c) Existe ozlei[n(T"'Szr) y 6750, siendo Si- 3 u;

1

d) { u} T4 es una mezcla fuerte con coeficientes de mixtura am que satisfacen

Las suposiciones a), b), ¢ y d) incluyen a la vez dependencia temporal y
heterocedasticidad en el proceso { ur } 7= 1, englobando una amplia variedad de
mecanismos generadores para la sucesiéon de innovaciones, incluyendo el caso de
modelos ARMA de orden finito estacionarios bajo condiciones muy generales sobre
los errores subyacentes.

Phillips (1987) considera el estimador MCO normalizado y el estadistico tipo t
para la hipétesis nula p en la regresion (3.3.2). Sus distribuciones asintdticas bajo
=1, obtenidas por el autor, contienen los parametros desconocidos

,
g =lim T ZE(U,E) y o2=lim E(T.5)

1= fem



iNDICE

124

Pero el autor demuestra (baséandose en los trabajos de White y Domowitz (1984)
y Newey y West (1987) que el utilizar estimadores consistentes de estos
parametros para modificar los estadisticos iniciales, conduce a estadisticos
corregidos cuya distribucion limite coincide con la de Dickley-Fuller, y con los
cuales se pueden utilizar una vez mas las tablas de Fuller (19786). Estos
estadisticos tornan la forma:

,
Z(BY=T(p- D) -2 s7-sHUT Y X))
i=]

2

NE 2 2 d 34142
Z(%) =( erIJl’-(lo . ])/5‘”—( 1/2)(\;? _S‘:)[Sn(T-_E Xr-‘-l)l?_]-]
r=1

[\Ij._

siendo

3

¥
=Ty u’

=i

I ! !
2 - 2 -
su=T ’E u, 2T 'E W, E u.
| r=1

=1

donde w.= 1-1/(1+1) con 1= o(T”“), y donde w se obtiene o bien como residuo de la
regresion (3.3.2), o bien como (X Xi.1).

La obtencién de estos estadisticos corregidos lleva consigo la eleccidn del
parametro |, que se conoce como parametro de truncamiento; ésta debe realizarse
empiricamente, escogiendo por ejempio como valor de | aquel a partir del cual las
autocorrelaciones muestrales de u: se hacen muy pequenas, para alcanzar de esta
manera un valor estabilizado para sti”

Estas ideas se extienden en Phillips y Perron (1988) y Perron (1988) a los casos
en que se incluye o bien una constante, o bien una tendencia lineal en la
especificacion del modelo. En ambos casos, los estadisticos se obtienen aplicando
el mismo razonamiento que en el caso anterior, llegando a las expresiones:

Z(p,)=Tp -)-Afmy, Z( ) =(s fsp)%, ~Aisy fmyy

y Z(p)=Np -1)-AM Z(E))=(s,Isp)t - Asy (M2
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donde m,, =T 2X(X,-X)} X-T'LX,  A=(1/2)(s5-s)) A'=Ajs] y M=12det(X'X)T"

utilizando para w: el residuo de regresion del modelo especificado.

En Perron (1988) se indica que los estadisticos F para la hipdtesis conjuntas
introducidos por Dickey y Fuller (1981) y que han sido tratados en 2.1, también
pueden ser corregidos para las innovacicnes { u: } mas generales, tienen las
mismas distribuciones asintoticas que las presentadas en Dickey y Fuller (1981).

Senalaremos finalmente que Ouliaris, Park y Phillips (1989) extienden lo anterior
a modelos que contienen una tendencia polindmica bajo la hipétesis alternativa.

En la actualidad se ha extendido considerablemente e! usc de los estadisticos
corregidos segun Phillips (1987) y Phillips y Perron (1988), en particular cuando la
serie presenta sintomas de heteroscedasticidad. E! valor que se escoge para el
parametro de truncamiento influye en gran medida en las propiedades del
contraste, por lo que conviene hacer una eleccion adecuada del mismo. El
prablema de la baja potencia sigue estando presente en estos tests, y en ocasiones
parece preferible usar el procedimiento de Said y Dickey (1984) (ver el pegueio
estudio de simulacion de Monte Carlo realizado por Phillips y Perron (1988)).

Por otro lado, si bien todos los estadisticos anteriores tienen la misma
distribucién asintética bajo la hipotesis nula que la de los correspondientes
estadisticos de Dickey-Fuller para modelos autorregresivos, es evidente que en
muestra finita estos estadisticos no son equivalentes entre si, ni equivalentes a los
de Dickey-Fuller, con lo que hacer uso de los valores criticos de Dickey-Fuller daria
lugar a distorsiones en el tamafio de los contrastes. Esta situacion es evidenciada
empiricamente por Schwert (1987), que calcula mediante simulacion los valores
criticos en muestra finita de los estadisticos t citados anteriormente, cuando los
datos simulados siguen un procesc ARIMA (0,1,1). Estos valores resultan ser
bastante sensibles al proceso que genera los datos (incluso para muestras
grandes). Asimismo, Schwert (1989) revela aspectos importantes, que deben
tenerse en cuenta cuando se aplican los contrastes para decidir la existencia de
raiz unitaria. En este trabajo, el autor calcula el tamano real de los contrastes para
distintos procesos ARIMA (0,1,1}, y lo compara con el tamano hominal basado en
la distribucion de Dickey-Fuller. Su estudio refleja como todos los estadisticos son
sensibles a la presencia de un componente MA en el proceso. En particular, los
estadisticos de Phillips y Perron distan bastante de sus distribuciones asintéticas,
incluso para tamarnos muestrales tan grandes como T=10.000. De todo su estudio
se desprende que el mejor test, en el sentido de que su tamafio esta mas proximo
al nivel nominal, para todos los modelos ARIMA (0,1,1) analizados, es el test tipo t
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de raiz unitaria para un modelo autorregresivo de orden superior sugerido por Said
y Dickey (1984).

Siguiendo con la consideracién de modelos generales, Kahn y Ogaki (1990} han
desarrollado un nuevo contraste basado en la conocida distribucion xz.
Constrastan la hipdtesis nula Ho: p=1 en un proceso generado segun:

(3.3.3) Xi= pXi1+ urdonde w verifica condiciones generales de interdependencia
(especificadas en la suposicién 1 de Kahn y Ogaki (1990), pag. 39). Para ello,
proponen el estadistico:

Jr=2 (su/s) ($-0.5)

siendo f} el estimador MCO de B en la regresion X=pAX+ery

(X, _ﬁX,_|)2

T-I
ity

=T Y U - r DI (X, pX, )X ~pX._, )]

(RN

¥
2

S =

Y=

-1

donde f es el estimador MCO de p en la ecuacion (3.3.3) y 1(T) es el pardmetro de
. . 1ia
truncamiento, que satisface 1(T)=0(T ).

El estadistico Jr converge en distribucion a x21 cuando se verifica la hipétesis
nula.

Este contraste es poco conocido y, acerca de su comportamiento se dispone
unicamente del estudio que realizan en este mismo trabajo Kahn y Ogaki (1990),
segun el cual su procedimiento resulta ser en general mas potente que los basados
en los estadisticos T(p-1) y 2 de Dickey y Fuller (1979) cuando el valor p en (3.3.3)
es menor que la unidad pero estd proximo a ella, y el tamafio muestral es pegueno.,

3.3.4. Tests basados en el multiplicador de Lagrange.
Solo (1984) desarrolla un contraste para la existencia de una raiz unitaria en un
modelo ARMA (p,q) mediante el procedimiento del multiplicador de Lagrange (que

denotaremos por ML). Considera un modelo de fa forma:

(1+d(B))er (6) = XupXe1-a'Z.
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donde Zi1= (Z!-1,...,Zt—p)' , Zi=AX, 3=(p, a', d') =p 9'2)

d(B)= id, bi y (a', d')= (a1,...,ap, d1,...,dq)

en el que se supone que bajo la hipdtesis nula Ho: p=1, existe un verdadero valor
&, tal que e: (B)=¢: 8 una sucesioén iid con media cero y varianza 0% a partir de él,
construye el test del multiplicador de Lagrange para esta hipétesis nula, con la
ventaja tipica de este tipo de contraste que s6lo se requiere estimacién bajo la nula.
El estadistico ML que utiliza se basa en las expresiones generales de éste
presentadas por Breusch y Pagan {(1980) y su obtencién puede efectuarse-de
forma sencilla a través de una regresién auxiliar, de la manera siguiente:

1. Se ajusta un modelo ARMA (p,q) para Z.

2. Se calculan los residuos & de este ajuste; y se obtienen las derivadas
dey’dp:—fr.: a partir de la expresién é‘,., = (1+ﬁ(B))-1Xf-T, donde W(B) es el valor
estimado del polinomio medias maoviles del proceso.

3. Ei estadistico ML viene dado por T.A4 , donde R% es el coeficiente de
determinacién de la regresién de & sobre&.i.

Solo (1984) obtiene la distribucién limite de ML que coincide con la de %>, siendo
£ el estadistico t de Dickey y Fuller para el modelo AR, con lo que para el contraste
asintotico se pueden utilizar de nuevo las tablas dadas por Fuller (1976).

El principio de ML también es utilizado por Schmidt y Lee (1991) y Schmidt y
Phillips (1992) para constrastar la hipétesis de raiz unitaria en un modelo general,

que incluye ademas una tendencia temporal. Los autores consideran un modelo
parametrizado en fa forma

(3.3.4) Yi=a+bt+X
Xi=pXe1 + W
con ut ~ Nid (0, cﬁ) y condicién inicial fijada Xo.

La hipotesis de raiz unitaria es p= 1, que se contrasta segun el principio de ML.
Se define:

ax=a+Xo , b=AY=(Yr-Y /(T-1)
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A=Y: 5 y g1= Yi- gx' bt

donde 4. y B son los estimadores MV, imponiendo p = 1, de los pardmetros
correspondientes, y 5, es el residuo de (3.3.4) resultante de emplear estos
estimadores.

Los contrastes considerados por Schmidt y Lee (1991) estan basados en la
regresion

(3.3.5) AS=p ér-:+error, t=2,....T

Los estadisticos que se utilizan para el contraste de raiz unitaria son T & con
el estimador MCO de @ en (3.3.5), y T el estadistico t usual para contrastar la
hipotesis 8=0 en (3.3.5).

Dichos estadisticos, bajo Ia* hipétesis nula de que p=1, no dependen de los
parametros a, b ¢ Xo {(donde Xo=Xo/cu) ¥y tampoco lo hacen sus distribuciones bajo
la nula, que estan influidas unicamente por el tamafio muestral, T. Los valores
criticos de estos estadisticos, calculados mediante simulacién, se recogen en la
tabla 1 de Schmidt y Lee (1991), para distintos valores de T.

El procedimiento de contraste se puede aplicar también cuando u: en (3.3.4)
verifica las condiciones generales de Phillips (1987), detalladas en (3.3.2),
corrigiendo los estadisticos segun la propuesta por Phitlips (1987) y Phillips y
Perron (1988).

El trabajo de Schmidt y Phillips (1892) analiza los estadisticos p y T que se
obtienen de la misma forma que los de Schmidt y Lee (1991), con la Gnica
diferencia de que en la regresién (3.3.5) se afade una constante’. Estos
estadisticos tienen las propiedades comentadas antes, y sus distribuciones Iimite
se presentan en el frabajo citado.

Los estudios de potencia empirica reflejan que cualitativamente, el
comportamiento de los estadisticos py T y P y % respecto de los de Dickey y
Fuller es similar, sin alcanzar ninguna mejoria sobre estos ultimos (ver Schmidt y
Lee (1991) y Schmidt y Phillips (1992)), y en ocasiones son bastante menos
potentes (Sanchez de la Vega (1993}). No parecen, por lo tanto, muy aconsejables
en la practica.

Ademas, se extienden estos contrastes al caso en que la tendencia
deterministica en (3.3.4) no sea necesariamente lineal, sino en general un
polinomio de grado p. Se dan las distribuciones asintéticas, y valores criticos en
muestra finita para p=2,3 y 4.
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3.3.5. Testis de raiz unitaria basados en estimadores por variables
instrumentales.

Un método de estimacion alternativo en el modelo lineal general cuando las
variables explicativas estan correladas con el término de error, es el método de las
variables instrumentales, que representaremos por VI. En el se basa Hall (1989)
para proponer contrastes de raiz unitaria en una serie temporal con innovaciones
media mdviles, mediante un estimador variable instumental.

Considera una serie temporal {X:} generada por el proceso

(3.3.6) Xi=pXei+w (1=1,....T) p=1

donde Xo tiene una distribucion fijada independiente de T, y
Ut=&+ e+ ... + 9qe1.q,

en el que se supone que {ei} satisface las condiciones siguientes:
(3.3.7) 1.- e-iid(0, @) Vt.

2.-sup E ('uut'uw)«: = para algun p>2 y >0,

El autor plantea la estimacion de los modelos siguientes:

(3.3.8) Xe= p1Xet+ Ut

(3.3.9) Xr=ﬂ+ﬁ1Xt—1+ﬂ:

(3310)  X=iI+ B (t- THI Xt
y propone un estimador variable instrumental, que usa Xw«para k > g como el
instrumento sobre Xi1. De esta forma, se observa que el procedimiento no requiere
conocer el valor de q, pero si una cota superior suya.

Una ventaja de estos estimadores es que las distribuciones limite, bajo las
condicicnes (3.3.7) de los estimadores T(p.1), T(P.1), y T(p-1) para {X} generada por
(3.3.8) son las mismas que las de los correspondientes estadisticos MCO

normalizados por Dickey y Fuller (1979).

Por otro lado, considerando ahora los estadisticos t correspondientes, se tiene
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gue sus distribuciones timite dependen de los parametros desconocidos

o*=lim £[7! Eu) y  o.=lim7” qu

s 1= e

de forma similar a la idea de Phillips (1987), se aplica una correccion a dichos
estadisticos, para consequir estadisticos que tienen asintéticamente las mismas
distribuciones de los estadisticos t, £, f.y ©: de Dickey y Fuller (1981). Estos
estimadores presentan los mismos problemas que los de Phillips y Perron (1988)
en relacion a la mala aproximacion de la distribucion asintética para muestra finita,
lo que altera el tamafio de los contrastes (ver Hall (1989)), y su uso no supone
ninguna ventaja respecto al tratamiento mas extendido de Phillips-Perron.

Pantula y Hall (1991} aplican el mismo enfoque por variables instrumentales al
caso de un modelo con p > 1 componentes autorregresivos.

Senalaremos que esta técnica no aporta ventajas de interés, ya que presenta
los problemas de nivel y potencia ya comentados para otros contrastes disefados
para estos modelos; ademas, segun el analisis de Pantula y Hall (1991), su
aplicacién correcta requiere gque los ordenes p y q se especifiqguen
adecuadamente’. En la mayoria de los casos, resulta mas aconsejable el
estadistico t de Said y Dickey (1984), salvo cuando p y g son conocidos.

3.3.6. Existencias de varias raices unitarias

Tanto los tests simples de una Unica raiz unitaria (Dickey y Fuller, 1979 y 1981),
como los conjuntos para raices unitarias multiples (Hasza y Fuller (1979)) sufren un
problema comun que pusieron de manifiesto Dickey y Pantuia (1987) (para
procesos autorregresivos) mediante estudios de Monte Carlo: si el verdadero
numerc de raices unitarias presentes en el modelo es mayor que las que se
contemplan en la hipdtesis nula, el tamafio empirico del contraste es superior al
nivel nominal. En el estudio de Monte Carlo que realizan para un proceso
autorregresivo de orden 3, se observa que, tanto si el proceso tiene tres raices
unitarias, como si tiene dos, el test de Dickey y Fuller rechaza la hipétesis de rafz
unitaria en favor de estacionalidad, un porcentaje de veces superior al nivel
nominal, en contra de o que cabria esperar intuitivamente.

Esto hace que la probabilidad de encontrar las raices unitarias de un modelo se
reduzca si se sigue el procedimiento de contrastar en primer lugar la hipétesis nula
de Una raiz unitaria simple para la serie en niveles, y a continuacion contrastar (si la
primera no ha sido rechazada) la presencia de una segunda raiz unitaria sobre la
serie diferenciada, luego una tercera, y asi sucesivamente.
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Dickey y Pantulla (1987) prueban, para un proceso autorregresivo, que puede
obtenerse un procedimiento secuencial, que conserva el tamafo nominal del
contraste, simplemente invirtiendo el orden de contrastacion descrito en el parrafo
anterior. Para ello, proponen estadisticos del tipo t y tipo F.

Basandose en estas ideas, Pantulla {1989) contempla el campo mas amplic de
modelos ARIMA generales, y presenta metodos para contrastar la hipdtesis de que
un proceso de esta clase tiene un nimere especificado de raices unitarias.
Considera |a serie temporal {X:} que satisface:

I I3
3.3.11) X=X oX_+Y fe_ve, U =12,
i=1 5=
con {&} una sucesion de variables aleatorias iid(O,cz) que verifican E{:e:4+ﬁ]<M para
algun >0 y M>0, y con condiciones iniciales constantes conocidas (Xp.1,...,Xo).
Supone ademaés, que los polinomios AR y MA no tienen raices comunes y que
todas las raices tienen valor absoiuto menor o igual que la unidad.

El modelo se reparametriza en la forma:

”
(33.12)  (1-ByX =Y y,(1-B)"'X  -u
i=1

donde w= i Be.+ercon lo que existen d raices unitarias en el polinomio
j=1

autorregresivo si y solo si yi=ye=...=yu=0.

Suponiendo ahora gue el nimero maximo de raices unitarias presentes en los
datos es s(<p), Pantula {1989) considera los modelos de regresion:

!

-
(3.3.13) (1-BY X, = Y a(i-8)" X_+¥ b(1-By X, ~error
=1 2=l
r=0,1,...,8

donde k(=p) se elige dependiendo de T (el nimero de observaciones de la serie).
(Para procesos autorregresivos puros, se podria tomar k=p si p es conocido. Con
k=p, se tiene que el modeio (3.3.13) es una reparametrizacion del modelo (3.3.11).
De esta forma, la hipotesis H, de que el proceso tiene exactamente r raices
unitarias equivale a que ai=a,=...=a=0.

Para contrastar dicha hipétesis, se considera en primer lugar el estadistico F
usual para ai=az=...=a,=0 en (3.3.13) denotado por F;1(k).
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Por otro lado, para contrastar la hipotesis H, contra la alternativa Hr.1, se tiene en
cuenta que en (3.3.13), se tiene ai=a.=...=a.1=0 tanto bajo la hipétesis nula H,
como bajo la aiternativa H.+, mientras que a=0 bajo H,, y en cambio a<0 bajo Hr1.
Se propone el estadistico denotado por t*r(k), que el estadistico tipo t para
contrastar a-*=0 en la regresién:

K=t
(1-B) X=a* (1-B) X+, bj* (1-B)Xsprerror

i=1

Bajo las suposiciones de (3 3 11), y tomando k como funcion del tamarfio
muestral T, de forma que K’ yT "<’ tiendan a cero cuando T tiende a infinito, se dan
las distribuciones limite bajo Ha de Fr1(k) y t.*1{k); obteniéndose que para r>d, Fri{K)
diverge a infinito y t.*1(k) diverge a infinito negativo. Para r=d, su distribucion limite
del estad/stico ts,*r(k) es la del estadistico £ de Dickey y Fuller. En lo que se refiere
al estadistico Fr,r (k) para r<d, Pantula (1985) obtuvo los percentiles empiricos de
su distribucion limite para 1<r<d<5 y distintos valores de «, representado por
Fr{d,ox).

Teniendo en cuenta todo lo anterior, si se sabe que existen a los sumo s<p
raices unitarias (si no es asi se tomaria s=p), Pantula (1989) propone dos criterios
secuenciales para contrastar la hipétesis Hq, siendo d<s:

a) Criterio basado en el estadistico F:
"Se rechaza la hipdtesis Hy (en favor de Hay.1) si For(k)>F.(r.c) para r=0,d+1,...s"
b) Procedimiento basado en el estadistico t:

"Se rechaza Ha en favor de Ha si t (k)< (S para r=d,d+1,...,s; donde 4. es el
a-percentil inferior de la distribucion asintética de 4, dada en la tabla de Fuller
(1976), pdg. 373".

Este ultimo procedimiento secuencial tiene la ventaja sobre el primero de que
tan solo utiliza las tablas dadas por Fuller (1976). Ademas, estudios de simulacion
llevados a cabo por Dickey y Pantula (1987) (para modelos autorregresivos,
concretamente AR(3})) conducen a la conclusion general de que el procedimiento t*
es méas potente que el F en muchos casos por tanto, se sugiere en la practica el
uso de t* en lugar de F.

3.3.7. Tests de la hipétesis nula de estacionariedad frente a la alternativa de
raiz unitaria.
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Ya hemos comentado antes que el gran problema que presentan todos los tests
que contrastan la existencia de raiz unitaria es su baja potencia en ciertas
alternativas. Acerca de ello Kwiatkowski y otros (1992) apuntan que, en general, la
propia forma de llevar a cabo los contrastes de hipétesis clasicos, asegura que la
hipotesis nula se “acepta" salvo que exista una fuerte evidencia sobre lo contrario.

Esto lleva a los autores citados a proponer un contraste de la hipétesis nula de
estacionariedad contra la aiternativa de una raiz unitaria, que tiene la gran ventaja
de que recoge la hipétesis de estacionariedad en el hecho de que un parametro se
anule.

Consideran una serie observada X1, t = 1,2,..., T, descompuesta en la forma:
(3319 X, =br+ Yi+w

donde Y: es un paseo aleatorio:
Yi= Y + et

con et~iid(0,032) y donde se considera Yo como un valor inicial fijado. Ademas, vt se
considera que es un proceso estacionario que satisface las condiciones de
regularidad de Phillips y Perron (1988), recogidas en 3.3.3.

De estas forma, ia hipétesis de estacionariedad es simplemente . =0, siendo X
estacionario alrededor de una tendencia bajo esta hipdtesis nula. Se considera
también el caso en que b=0 en (3.3.19), en el cual, bajo la hipotesis nula, X: es
estacionario alrededor de un nivel (ro).

para contrastar esta hipotesis, proponen el estadistico

= T2 i@ 3'2!'.'
=l

!
siendo SFZU; con u, t=1,2,..., T los residuos de la regresion de X sobre una

constante y la variable tiempo para contrastar la estacionariedad alrededor de una
tendencia; para la estacionariedad alrededor de un nivel la regresién se realiza
sobre una constante unicamente, de manera que u: equivale en este caso a la
variable Xt en desviacién de la media muestral, y el estadistico se denota entonces
por ny; s’r1 tiene la expresion vista en 3.3.3.

Los autores obtienen las distribuciones asintéticas del estadistico y calculan los
puntos de estas distribuciones mediante simulacion; aparecen en la Tabla 1, pag.
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166, de su trabajo.

También presentan los resultados de estudios de Monte Carlo sobre el tamafio y
la potencia en muestra finita, de los test basados en f}, y fi.. Se consideran en el
estudio del tamafo, tanto errores iid como errores autocorrelados, AR(1), para
distinios tamanos muestrales, y distintos valores para el parametro de truncamiento
1. Se observa que, para errores iid, los tests tienen aproximadamente tamafio
correcto excepto para muestras pequefias y valores grandes de 1. De hecho,
cuanto mayor es 1, mayor es el tamano muestral que se requiere para que los
resultados asintéticos sean relevantes.

El estudio de Sanchez de la Vega (1993) compara los resultados de este
enfoque con los correspondientes a diversos tests de la hipétesis nula de raiz
unitaria al aplicarlos a un mismo conjunto de series. Desafortunadamente no se
observa que las conclusiones de este nuevo enfoque sean mucho mas fiables que
las de los tests tradicionales. En bastantes casos estos ultimes se equivocan en
menos ocasicnes que los tests de Kwiatkowski y otros (1982); en aotros,
principalmente en muestra pequefa, es preferible utilizar este nuevo procedimiento.
Senalaremos, no obstante, que en este estudio se consideran sélo dos valores
posibles para el parametro 1; dada la fuerte influencia del valor de 1 sobre los
resultados del test, seria de gran interés ampliar el estudio a otros valores de este
parametro para ver si se confirman estos primeros resultados.

En cualquier caso, a la vista de estos resultadoes, puede resultar muy atil que e
andlisis de una serie a través de los tests tradiciones se complemente con el
contraste de Kwiatkowski y otros (1992), con el fin de obtener conclusiones mas
fiables, en particular cuando la muestra disponible es corta.

Adoptando este enfoque de la hipdtesis nula de estacionariedad, muy
recientemente Bierens y Guo (1983) proponen un grupo de contrastes cuya
distribucidn asintética bajo la nula es una distribucién Cauchy estandar. Los
estadisticos en los que se basan tiene férmulas estos contrastes son relativamente
complejas; por otra parte, los autores no realizan ningun estudio empirico sobre su
comportamiento. Queda abierto, pues, el estudiar este comportamiento, y
compararlo con el de los restantes procedimientos que se han propuesto.

4. PRESENTACION ESQUEMATICA DE LOS CONTRASTES DE RAIZ UNITARIA

En las paginas que siguen, ofrecemos cuadros resumenes de los contrates que
hemos recogido en el presente trabajo, indicando en cada caso la expresion del
estadistico, su distribucion y las condiciones de su aplicacion.
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TABLA N* 1.- TEST DE RAIZ UNITARIA EN PROCESOS AR(1)

MODELO CONDICIONES

ESTADISTICO

DISTRIBUCION

DICKEY-FULLER (1979)
Yi=0Y, +& (=12,.T) (1) €, ~ iid(0,0%)
Hy: p=1

Hy: p=1 e, ~ iid(0,0%)

[Ya-bt]= plY, -a-b(-1)] +e,

Hy: p=1 (t=1,2,...T) e, ~ iid(0,0%)

Condicion inicial fijada Y,=0.

Condicién inicial fijada Y,=0.

Condicion inicial fijada Y,=0.

" Estadistico MCO en la regresion (1)
7 Estadistico t usual de significatividad del coeficiente de Y, , en

una regresion de AY, sobre Y, .

#.: Estadistico MCO en una regresién de Y, sobre una constante
eY,,.

?ﬂ: Estadistico t asociado.

$.: Estadistico MCO en una regresién de Y, sobre una constante,
-4TyY,,.

?,: Estadistico t asociado.

Tabulada en Fuller (1976) bajo la hipdtesis nula de un
paseo aleatorio simple.

‘Tabulada en Fuller (1976) bajo la hip6tesis nula de un
paseo aleatorio simple.

‘Tabulada en Fuiler (1976) bajo la hipétesis nula de un
paseo aleatorio simple.

Sel
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TABLA N° 2.- TESTS DE RAIZ UNITARIA EN PROCESOS AR(1)

9g|

MODELO CONDICIONES ESTADISTICO DISTRIBUCION
DICKEY-FULLER (1981) Y, fijada ®,: Estadistico F usual de la hipétesis H,: (a,p)=(0,1). Tabulada en Dickey-Fuller(1981).
Y=a+pY, +¢

& ~_ 1id(0,6)
Hy: (@.0)=(0,1)
Y= a +80-1-4T) + pY,, + & Y, fijada ®,: Estadistico F usual de la hipétesis Hy: (a,8,0)=(0,0,1). Tabulada en Dickey-Fuller(1981).
H,: (a,8,p)=(0,0,1) € ~. 1d(0,0%) @®,: Estadistico F usual de la hipdtesis Hy: (a,8,0)=(a,0,1). La distribucion de ¢, no depende de a.

Ho: (a,8,0)=(a,0,1)
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TABLA N° 3.- TEST DE RAIZ UNITARIA EN PROCESOS AR(1)

MODELO CONDICIONES ESTADISTICO DISTRIBUCION
BHARGAVA (1986) & — Niid(0,6%) En la tabla 1 de Bhargava
Hy: Y, = pte £ (Y,-¥,,)? _ (1986) se dan puntos

aY =¢ (t=2,.T) R, -LT— donde Y=%_ f Y, porcentuales en muestra
H,;: Y, = p+le/(1-p)*] £ Y-1? £ finita de los 4 estadisticos.
Y= p(Y,-u)te, '
0=p<1
N.= g‘yt'ye-tl
1
£iv,-v
H;: Y,= pte, -
Y= oY, -u)+e El test consistiria en:
t=2,..T) Para H, a) RH, para valores grandes de N,
H, 2) 0_;.‘) <1 Para H, b) RH, para valores pequedios de N,
H, b)p>1
_ 2__1 _y2
- £ (rere - e
1 VYo (-1} Vo (T=£) ¥ - (T-1) (F-1 ’
Wg(cr 1) Y= (61} ¥ (T-8) 4, - (T-1) (F- 3 (¥ :]
Hp Y= (u+b)+e, L (YY) P (Y102
sY,= bte, (1=2,..T N= t=2 T-1
H,: Y= @t b)+e /(67 _t_ frnre e (o ny
[Yowbil= plY, -ubi-D+e (T-1)%e
0=
p<1 Para H, a) RH, para valores grandes de N,
Para H, b) RH, para valores pequefios de N,
H;: Y,= (utb)+e,
[Yrp-btl= p[Y, -u-b-D] +e¢,
0=2,..D
H,a)0=p<1
H,b)p>1

LEL
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TABLA N° 4.- TESTS DE RAIZ UNITARIA EN MODELOS AUTORREGRESIVOS DE ORDEN SUPERIOR

MODELO

CONDICIONES

ESTADISTICO

DISTRIBUCION

DICKEY-FULLER (1981)

Y ‘ﬁﬂ Y. =e

e 5% e
Se reescribe como:
Yt=nyt1"ﬁ2Pj (Yo3,-Yeg) vee (1)
Hy:p,=1

Media no nula:

(Y1) +j§aj (Yo y-p) =&,

Ye=k+p, Yo, *jgpj (Yoogor~Yeog) *e
Hy:p,=1

(Y.-a-bt) +j§a,[¥t_j—a “b(t-j)]=e,

Yok tht+p, Yoy "jg“j (Ye g "Yeog) +e

Hyp, =1

Condiciones iniciales constantes
fijadas.

e . nd(Q.a%)

Condiciones iniciales constantes
fijadas,

e - iid(0,6%)

Condiciones iniciales constantes
fijadas.

e - iid(0,0%)

P Estadistico MCO para p, en
la regresidn (1).
%,: Estadistico t asociado.

Estadistico t usual del coeficiente
de Y,, en una regresién de AY,
sobre una constante, Y,, y AY,,
G=1.....p-1}

Estadistico | usual del coeficiente
de Y,, en una regresion de AY,
sobre una constante, -(172), Y,

¥
aY,, (=1.2,...p-1).

X, Te(@ 1) tiene la  misma

distribucion asintotica que T(H-1)
S ~ .

La distribucién de 7, es ta misma que

la de 7.

. . . PR A
Misma distribucion limite que la de 7,
(para AR{1)).

Misma distribucién limite que la de?,
(para AR(1)).

8€t
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TABLA N° 5.- TESTS DE HIPOTESIS CONJUNTA DE DOS RAICES UNITARIAS

MODELO

CONDICIONES

ESTADISTICO

DISTRIBUCION

HASZA Y FULLER (1979)
Yt=lga,!’t_,*e,

H,: el polinomio autorregresivo contiene 2 raices unitarias.
Reparametrizacion:

Yt:‘nyt—x*Vszt—x"?'jajAzYt-j +e, (1)
Ho: 9, =9,=1

Extensiones analogas a modelos que incluyen una constante o una
tendencia lineal.

e - 1d(0,0%)

Y, Yoo, Y, constantes
no conocidas.

Estadistico F de H, en la regresién (1)

Tabulada en Hasza y Fuller (1979).

1
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TABLA N* 6.- TESTS DE HIPOTESIS CONJUNTA DE DOS RAICES UNITARIAS

MODELO

CONDICIONES

ESTADISTICO

DISTRIBUCION

SEN Y DICKEY (1987)
Y:'l"g“: (Ye;~p) e,

H,: el polinomio autorregresivo contiene 2 raices unitarias.

Reparametrizacion

AZ(Yo-p) =py (Yo~} +pA (Yo -p) +jj-:1ﬁ)Az (Y y—p) +ep (1)

€ _ Niid(0,0%)

Y,=Y,=..=Y, =x

Fu(2): Esladistico siméirico:
estadistico F para H,, en la
regresion (1) considerada
"hacia atras” y “hacia
adelante”.

Tabulada en Sen-Dickey
(1987).

ort




IiNDICE

TABLA N°7.- TESTS-DE RAIZ UNITARIA EN PROCESOS ARMA

z:‘it“'szn-l'ec*ﬁlpjec-g
aY = (p-1) Yy -diZ -0t ns ~dyZy ytey (1)
1
= 3 .
K=0,(T )

Anélogamente en modelos con media # 0, sustituyendo Y, por Y,-Y

MODELO CONDICIONES ESTADISTICO DISTRIBUCION
SAID-DICKEY (1984) Y,=0 Estimador MCO: p-1, del coeficiente Bajo la H, se da la distribucién limite de
e, Niid(0,0%) de Y,, en la regresion (1).
Y.= oY, + Z a=12,..) Z, estacionario ¢ invertible | T: estadistico ¢ asociado
[1+ray+. v ]2 {1+B,+. .+ I T(P-1)
con

y la de 7 que coincide con la del estadistico ( T de
Dickey-Fuller (1979).

An&logo a lo anterior para T(f-1)
¥, de Dickey-Fulier.

(828
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TABLA N° 8.- TESTS DE RAIZ UNITARIA EN MODELOS ARMA

De forma andloga se extiende a modelos ARIMA generales y al caso en que se incluye una
media no nula.
La extension al caso con tendencia lineal se da en Said (1991).

Estimador mejorado: 8+7%.

Estadistico de contraste: estadistico 1 para
p=1 (tomando en su expresién el
estimador o® siguiente:

Si=T1Le?(B+9)

MODELO CONDICIONES ESTADISTICO DISTRIBUCION
SAID Y DICKEY (1985) Y,=0 Estimador Gauss-Newlon en una elapa La de 7 de Dickey y Fuller,
para (2), que estimaria | tabulada en Fuller (1976).
gl <1 -

Y.-pY =e.+Pe., (1) |41 Y=-={p-p.p-B.&-8) siendo
Hy:p=1 ..

_ e, ... Niid(0,0*) ~
o (pB.8) YL (B (p+B)¥eyyt (BB (2) 8-(p. 8.8
€,=8 estimacion inicial de 8" = (p,3,6).
tzl ~

rA 4%
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TABLA N°9.- TESTS DE RAIZ UNITARIA EN MODELOS GENERALES

MODELO

CONDICIONES

ESTADISTICO

DISTRIBUCION

PHILLIPS (1987)

Y= pY,, +u (t=12,..)
Hy: p=1

PHILLIPS-PERRON (1988)

Y:= pYI-l +u, a=1.2,..) )
p=1

Consideramos las ecuaciones de
regresion:

Y=n+oY, +u @
Y= p + B1-AT) + pY,, +u,

3)

Y, tiene cierta distribucion
especificada.

a) Ew)=0 wt

b) sup E | u, | # < o para algin
8>2.

<)

02=1{mE(T 57)
Tem
existe, siendo ¢? >0

d) fu),” es una mezcla fuente
con coeficiente de mixiura a,, que
satisfacen

-2
Ta, "<

u, satisface a), b), ¢) y d)
anteriores.

Y, v.a. (puede ser constante),
cuya distribucion esta fijada y es
independiente del tamafio muestral
T.

2 a2
Z(§1=T(P‘1)'—; _{5n-Su)
(T‘?fr?.g

1

2 - 2 -
8n=T 1fu:+2T ‘twﬂ' £ v,
1 =1 (L2251

con w,= 1-7/(1+1)

si=p1fu?
1

1
(Er21 7 5-1)
e

1
1sk-s2) (s (T-zi;‘y:,u O

(%)

En la regresion (2):

2(,)= T, -1)-Vmyy

2{f)= (s/sp) Nsy/myy”

En la regresion (3):

zp)= T@, -1y VM M=12 | XX | T*
2(F)= (s/sp7-N'sy/M*

donde -

my= T2 (Y, VP

A= i) N= Nsy

tomando en su cilculo ucomo el residuc de la regresion correspondiente.

Distribucion limite de zp idéntica
a la de T(p-1) para errores
iid(0,6%).

Esto mismo sucede con z, y el
estadistico T para u, iid{0,0%).

Bajo la H,: los datos estan
generades por (1); las
distribuciones limite de 2(3,},
z(7,), 2(8,) y 2(7,) son idénticas a
las correspondientes a T(,-1), 7.
T(,-1) y ¥, respectivamente, para
=g,

Ademis, los resultados para z(5))
y z(?,) permanecen validos si el
mecanismo generador de datos es:

Y= u + ¢Y,, + u, en lugar de
(1.

1248
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TABLA N*® 11.- TESTS DE RAIZ UNITARIA BASADOS EN EL MULTIPLICADOR DE LAGRANGE

MODELO

CONDICIONES

ESTADISTICO

DISTRIBUCION

SOLO (1984)
(1+d®)le@=YqoY, -2'Z,, ()

0=(p:a":d’yY =(p:0"))
d(B) =ga,ai

(@’,d°)=(a,....a,,d,....d,)

Inclusién de una media

I +d®bO=Y0Y, 220 @

Bajo Hy:p=1, y existe un
verdadero valor de 6,, de
forma que ¢,(6,)=¢, es
una sucesion iid con
media cero y vatianza o®

Andlogo a lo anterior

Estadistico ML vendria definido por ML.=TR.?, siendo R,? el coeficiente de

determinacién usual en la regresién de e, sobre §,, y €, los residuos que resullan

de ajustar el modelo (1) para:
o=t
t.=l+a@y,,

[con d(B) =i d,B ? ¢l polimonio con los coeficientes estimados en la
1

regresion anterior]

Bajo H,: p=1, u=0
ML= TR/, siendo R el coeficiente de determinacion de la regresion de e,
sobre £,,, m.
Con e,: residuos de ajustar el modelo (2).
£.=l+amhy,,
=-1/[1+d(1}}
donde d contiene los coeficientes del ajuste de z, a un ARMA(p,q).

La distnbucion limite de
ML coincide con la del
estadistico 7 de Dickey-
Fuller

ML =72 + wi(l)

con w(l) un movimiento
Browniano

Si se considera que ¢l
modelo tiene media cero

cuando p=1, se tiene que:

ML = 77

[Ahora se cambiaria
por p(l-p) y se trabajaria
conY,-Y

124"
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TABLA N° 12.- TESTS DE RAIZ UNITARIA BASADOS EN EI. MULTIPLICADOR DE LAGRANGE

MODELO

CONDICIONES

ESTADISTICO

DISTRIBUCION

SCHMIDT Y LEE (1991)
Y=a+ bt +x

X=Xy tog

¢, verifica las condiciones de
regularidad de Phillips y Perron
(1988, pag. 336).

a) T, siendo ¢ el estimador MCO de 6 en la regresion:

(l)Arg.; &8, , + error =2,... T
donde:
S=v, -3 -M

b= (Y - YT

T=Y,-b

b) 7: es el estadistico t usual de la hipitesis ®=0 en ().

Para ¢, Niid, se dan valores criticos en muestra
finita obtenidos por simulacion

Las distribuciones  asitoticas  para ¢, bajo las
condiciones generales de Phillips y Perron (1988) se
obtienen y dependen de a,/0, por lo que una forma de
obviar éslo es corregir los estadisticos en la forma
Phillips-Perron.

9Pl
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TABLA N° 13.- TESTS DE RAIZ UNITARIA BASADOS EN ESTIMADORES VARIABLES INSTRUMENTALES

MODELO

CONDICIONES

ESTADISTICO

DISTRIBUCION

PANTULA Y HALL (1991)
Yo=pYo i +Z;
Zt*E“xztd‘Ut
U, =j§1913t_,+et
Hy:p=1

Se reexpresa como:

Y‘=pY‘_l+i§¢12P‘_ U (1)
p=1

De forma andloga se pueden considerar modelos que incluyen
una media no nula o una tendencia lineal bajo la alternativa.

i) El vector inicial (Y,...Y )
tiene una distribucion fijada
independiente de {e,}.

i) Z, estacionario e invertible y
los polinomios AR y MA no
tienen raices comunes.

i) g - iid(0,0%);
E(e?*)<M para algin ¢ >0.

Estimador V1 de los parametros ¢n la regresion (1)
tomando como tnstrumentos Y, y L, ={Z,,..7Z,, ,,,)’
para Y., y X, =(,,..Z,) con k>g,
respectivamente.

Se denotan por p, ¥ a,,, respectivamente.

Uy = (0 40 )

t,: estadistico t asociado a p,.

-1
[I_E,“Jrk] T{p,-1)

tiene la distribucion limite de T(p-1)
tabulada ea Fuller (1976).

§.5', misma distribucion limite de 7
tabulada en Fuller (1976).

S, ¥y § son factores de correccion
relacionados con el estimador de la varianza
¥y cuyas expresiones s¢ dan en Pantula y Hall
(1991},

vl
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TABLA N°® 14.- CONTRASTE DE LA EXISTENCIA DE VARIAS RAICES UNITARIAS MEDIANTE PROCEDIMIENTOS SECUENCIALES

MODELO

CONDBICIONES

ESTADISTICO

DISTRIBUCION

PANTULA (1989)

Y-Lay ,+£o 1
¢ 1%“’ t,qu j€-y*ey (1)

Regresiones:

A‘YtzigaiA*"v‘_l»};:b,A‘Yt_jn (2)
(r=0,1,....... 8)

siendo s: nimero maximo de rajces unitarias presentes en el modelo (1).
k(=p) elegido en funcién de T.

H,: El modelo (1) presenta exactamente r raices unitarias, sii

El procedimiento se puede extender de forma similar a modelos ARIMA
que incluyen una constanle o una tendencia temporal.

{eha™ ~ iid(0,09)
E(|€|*"™*)<M para algin 6 >0 y M>0

{Y ..o, Yo) constantes conocidas

Las ecuaciones caracteristicas AR y MA
no tienen raices comunes.

F.r(k): Estadisico F usual para
contrastar a,=a,=...=a,=0en (2).

1.+ (k): Estadistico t de regresion usual
para contrastar que a, =0 en la
regresion (3).

Bajo H,:
F,{k)==—==—==»F(d) una ciena

distribucién para r<d. Tabulada para
l<r<d<S3$.

Fr.T(k)——‘——"—'—’ o para r>d
L (K————=r7
1,1 (k}=———=p-00 parar>d

Procedimientos  secuenciales  de

contraste:

Estadistico F:
"RH, (en favor de H, ) si
F,1(k)>F(r,a) para r=d, d+1, 5"

Estadistico 1"
"RH, (en favor de H,,) si
t,,"(k) <7, para r=d, d+1,...5

8sri
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TABLA N°15 .- TEST DE LA HIPOTESIS NULA DE ESTACIONARIEDAD FRENTE A LA ALTERNATIVA DE RAIZ UNITARIA

MODELO

CONDICIONES

ESTADISTICO

DISTRIBUCION

KWIATKOWSKI Y OTROS (1992)
A)X,= bt +Y, + v,

donde AY,= ¢
B)X=Y, +v

con AY,= ¢

Hipdtesis nula: la serie X, es estacionaria,
en tendencia, para el modelo A), y

alrededor de un nivel (1), en el modelo B):

Hy:02=0

¢ ~ iid(0,0,)

Vv, €s Un proceso estacionario

fsf

n=T2 Ll
sf

con 8= i uy
=1

siendo v, t=1, 2,...T los residuos de la regresion de X sobre una
constante y la variable tiempo en ¢l caso A), y sobre una constante
dnicamente en el caso B).

§} : estimador consistente de ¢*(=lim T' E(S;*)) dado en Phillips
(1987) y Phillips y Perron (1988}

Distribuciones asintdticas bajoy la nula tabuladas en
Kwiatkowski y otros (1992), pig. 166.
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TABLA N*® 1).- TESTS DE RAIZ UNITARIA EN MODELOS GENERALES
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NOTAS

(1) En lo sucesivo hablaremos con frecuencia del estadistico t. Es importante sefalar aqui que
este termino se usa exclusivamente para hacer referencia a la férmula de su eélcuio, ¥ &N ningdn caso
a su distribucion.

{2) El estadistico tipo t tiende hacia una distribucién N(0,1}, mientras que el estimador MCO
normalizado tiende hacia una distribucion normal no estandar. Sin embargo, conviene sefialar que, en
muestras finitas, las distribuciones exactas se aproximan a veces mejor por las distribuciones de
Dickey-Fuller que por su distribucién normal asintética. Para mas detalles, el fsctor interesado puede
consultar, por ejemplo, Sanchez de la Vega (1993}, capitulo 2, Banerjee et al. (1993), capitulos 4 v B,
6 Dolado et al. (1990).

(3) Véase nota 2.

(4) Este trabajo de Schmidt y Phillips (1992) recupera la idea original de este tipo de contraste,
desarroliada en un documento de trabajo de estos autores de 1990, ¥ que sirvio, en realidad, de punto
de partida a Schmidt y Lee (1991).

(5) Para un analisis en profundida de la influencia de fos parametros p v 4q apuntamos las
referencias de Hall y Hasset (1981) y Hall {1992); este ultimo presenta un procedimiento de
estimacion de p y g que parece dar lugar a que los estimadoras por VI tengan buenas propiedades.
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