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Leyes financieras procedentes de
funciones de distribucion que se

concentran a la izquierda o a la derecha

Salvador Cruz Rambaud
Universidad de Almeria

Abstract

This paper relates distribution functions of random variables which
arc concentrated at the left of one point and discount financial laws,
in the way that the error rate of a random variable coincides with the
instantaneous rate of the financial law, proving, in case that random
variables are independent between them, that there are correspon-
dences with an homomorphic behaviour between random variables
which are concentrated at the left of one point, discount financial laws
and rates with "minimum”, "product” and "addition” operations, res-
pectively.

Analogously, there are new homomorphisms considering indepen-
dent random variables which are concentrated at the right of one point,
now with the "maximum” operation and capitalization financial laws,
whose instantaneous rates coincide with the growth rates of the co-
rrespondent random variables.

Key-words: Financial law; random variable; instantaneous ratce;
maximutmn: minimum.

Resumen

En este trabajo se relacionan funciones de distribucién de varia-
bles aleatorias que se concentran a la izquierda de un punto con leyes
financieras de descuento, de manera gue la tasa de fallo de una va-
riable alcatoria coincida con la tasa o tanto instantdnec de la ley fi-
nanciera, demostrandose que, en caso de variables aleatorias indepen-
dientes entre si, aparecen correspondencias con un comportamicnlo
homomérfico entre dichas variables que se concentran a la izquierda
de un punto, leyes financieras de descunento y tasas con las operacioncs
"minimo”, "producto” y "suma”, respectivamente.

Arnalogamente, aparecen homomorfismos considerando variables a-
leatorias independientes que se concentran a la derecha de un punto
con la operacién “maximo” y leyes de capitalizacion, cuyas tasas
instantdaneas coinciden con las tasas de crecimiento de las variables
aleatorias correspondientes.

Palabras-clave: Ley financiera; variable aleatoria; tanto instantd-

neo; maximo; minimo.

Codigo UNESCO: 0508.
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1 INTRODUCCION

Este articulo esta basado en los trabajos de Maravall (1.970a, pp. 155-180),
en los que se pone de manifiesto la existencia de un cierto paralelismo entre
las funciones de distribucién de variables aleatorias y las leyes financieras,
en particular las que son regulares. En efecto, no cabe duda de que existe
un trasvase entre riesgo y tipos de interés, ya que en los fenédmenos actua-
riales "las fuerzas que actian sobre el capital en el transcurso del tiempo
son, ademas del interés nominal, el riesgo o la incertidumbre, Cuando estas
fuerzas son medibles y se traducen en modificaciones del tipo de interés se
obtienen tantos de capitalizacién actuarial”. (Vegas y Nieto de Alba (1.993,

pp. 17-21))

Asi, el eJemplo mas claro podemos encontrarlo en los seguros de capital
diferido en caso de vida a prima unica, en los que el asegurador se compromete
a pagar un capital C' si sobrevive el asegurado después de n afios y 0, si ha
fallecido, satisfaciendo el asegurade una prima unica Cy en ¢l origen p de la
operacion. En este caso, la prima unica seria:

O() - ().V”.np$,

siende V' el factor de descuento al tanto ¢ y ,p. la probabilidad de que una
persona de edad z alcance la edad z+n, que apareceria como factor adicional
de descuento. Ahora bien, la literatura tedrica y empirica ha enfocado este
tema desde tres puntos de vista:

1. Desde un punto de wviste estadistico, considerando en cl instante p 4+ n
la variable aleatoria dicotémica:

~}J C, con probabilidad ,p,
M= (), con probabilidad ¢,

y hallando la esperanza matemadtica de los valores de dicha variable

aleatoria, actualizados en p. (Rodriguez (1.984, pp. 319-324))

2. Desde un punto de vista diferencial, planteando la ecuacién:

C{).[1 + 8(1)dt] = C(f + dt).[1 — pypdl],
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siendo: (J/(t) = capital conslituido al comienzo del perfodo (4, + dt):
C{t + dt) = capital constituido al final del periodo, si vive el ascgu-
rado; (1) = tanto instantdneo de capitalizacién financiera pura; g,
= fuerza instantanea de mortalidad, llegandose a la ipualdad:

Yot = () + ot

donde v.4¢ es la fuerza de capitalizacidn actuarial. (Vegas y Nieto de
Alba (1.993, pp. 17-21))

Desde un punto de visle demogrdfico: Basicamente es ¢l mismo plan-
teamiento anterior, suponiendo que los [, coetineos de una persona de
edad z entregan una peseta. Se tienen asi [, pesctas que, después de
n allos, se han convertido en 7,.(1 +¢)". Como los [, individuos han
quedado reducidos a Iy, a cada uno le corresponde

A4y |
BT _ (g 4y L (Tusolera (1.950, pp. 186-188))

!.r+n nPx

Pues bien, el propdsito de este trabajo es extender, bajo determinadas
condiciones, los resultados obtenidos en seguros a cualquier variable aleato-
ria. Para ello, en nuestro estudio, partimos de la suposicién de que los dos

conceptos que intervienen en el problema, variable aleatoria y ley financiera,
coinciden en una magnitud comin a ambos, a saber, el tanto, considerando
dos posibilidades:

L.

QQue el tanto instantaneo de la ley financiera sea igual a la tasa de fallo
de la variable aleatoria, situacién que, como veremos en la Scccidn 3,
tiecne sentido cuando el dominio de la ley financiera sea un intervalo
P, to| (eventualmente, {5 podria ser +00), es decir, cuando la ley fi-
nanciera sea de descuento y, ademas, la variable aleatoria se concentre
en el intervalo |p, tof.

. Que el tanto instantdneo de la ley financiera sea igual a la tasa de cre-

cimiento de la variable aleatoria, situacién que, como veremos en la
Seccidn 4, tiene sentido cuando el dominio de la ley financiera es |, p]
(eventualmente, £, podria ser —oo), es decir, cuando la ley financiera
sea de capitalizacién y, ademas, la variable aleatoria se concentre en el
intervalo g, p[(").
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Mas concretamente, podemos observar, y ello es logico, que la tasa de
fallo de la variable aleatoria:

£, = "edad aleatoria de fallecimiento de una persona de edad z”

es igual, en el caso de supervivencia del asegurado, al tanto instantdneo de
la ley financiera adicional, lo que nos permite generalizar, bajo ciertas condi-
ciones de continuidad y derivabilidad, el resultado anterior a una variable
aleatoria cualquiera y obtener una ley financiera de descuento en p cuyo
tanto instantdneo coincida con la tasa de fallo de dicha variable aleatoria, a
saber:

1—F(t)

1— F(p)

Para ello, en la Seccién 2, hacemos un breve repaso de los principales
conceptos de la Matematica Financiera, que utilizaremos en este articulo. A
continuacion, generalizamos la condicidn de supervivencia de una persona a
dicha condicién para un colectivo, por lo que tendremos que considerar la
edad minima de fallecimiento de una persona del colectivo. Por este motivo,
en la Seccion 3 hacemos un estudio de la operacién minimo de dos varia-

At;p) =

bles aleatorias y demostramos que los correspondientes tantos de descuento
tienen un comportamiento aditivo, en el caso de que las variables aleatorias
utilizadas sean independientes.

51, en lugar de considerar la condicion de supervivencia, consideramos la
de fallecimiento, obtenemos un factor de capitalizacion adicional cn p:

, 1
Co=Co(L+2)".—.
nql‘
En este caso, el tanto de crecimiento de la variable aleatoria £, coincide
con el tanto instantaneo de la ley financiera adicional y, andlogamente, pode-
mos generalizar el estudio a una variable aleatoria cualquiera, obteniendo:

L(t:p) = Fip)

R
Si generalizamos la condicidn de fallecimiento de una persona a la de
un colectivo, estaremos considerando el maximo de un conjunto de variables
aleatorias. Pues bien, en la Seccién 4 se hace un estudio dual al de la seccién
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anterior, obteniéndose también un comportamiento aditivo en los tantos de
capitalizacidon correspondientes a variables aleatorias independientes.

Por 1ltimo, en la Seccién 5 se aplica la teoria desarrollada a fenomenos
actuariales y a la fiabilidad de un sistema, proponiendo un ejemplo sencillo y
se resumen las principales conclusiones obtenidas en las secciones anteriores.

2 PRELIMINARES

Un sistemma financiero es una funcién
F:RTXxRxR-—TR'
(C,t;p) — F(C,t;p)

que verifica las siguientes condiciones:

1. F(C,t;p) > 0.

2. F(C t;p) = C.F(1,t;p) = C.F(t;p), donde F(¢;p) = F(1,%;p) recibe

el nombre de sistema financiero unitario.
3. F(t;t) = F(p;p) = L.
4, F' es continua con respecto a t y a p.

A F(t; ApF(tp
5. &l < gy Sellle) > g,

Si F(t;p) es derivable con respectoat y a p: gf-é:;—pl <0y %;;—pl > 0.

Como consecuencia se deduce que F(t;p) 2 1,51t <py ['(t;p) < L,sit > p.
Si p es constante, F'(C,1;p) es una ley financiera:
1. De capitalizacion, sit < p.
2. De descuento, sit > p.

Se llama dominio temporal de una ley financiera en p al conjunto D =
{t € R/F(t;p) € R*}. Por tanto, si ponemos F(t;p) = f(t), al ser f
continua y monétona creciente, se verifica que D = f71(]0,1]) = [p, {ol, si
F(t;p) es de descuento y D = f([1, 4o0[) =]to, pl, s1 F(t;p) es de capitali-
zacién (eventualmente, ty puede ser +00 6 —o0, respectivamente).

Existen tres sistemas financieros cuya importancia es conocida:
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1. Sistemas estacionarios: F(t;p) = F(t+ h;p+ h),Vh e R.

2. Sistemas simplemente sumativos: I(t;p) + I(p;q) = I(1;q), siendo
I(t;p) ol complemento a 1, en valor absoluto, de F({; p).

Se demucstra que la expresidn general de estos sistemas es:
Plt;p) =1+ @(p) + (1),
siendo ®(f) una funcién mondtona creciente.

Ademads, se llama sisterna ampliomente sumalivo a todo sistcma sim-
plemente sumativo y estacionario. A esta familia pertenece la capitali-
zacion siunple.

3. Sistemas simplemente multiplicativos: F(t;p).F(p;q) = F(t;q).

Se demuestra que la expresidn general de estos sistemas es:

Flip) = 30

siendo ®(¢) una funcién mondtona creciente.

Ademds, se llamna sistema ampliamente multiplicativo a todo sistema
simplernenie multiplicativo y estacionario. A esta familia pertcnece la
capitalizacion compuesta.

Para una ampliacién de estos conceptos, véase Gil (1.993, pp. 91-144).

3 MINIMO DE DOS VARIABLES ALEA-
TORIAS

En esta Seccién vamos a considerar tres conjuntos:

1. Il conjunto formado por la leyes financieras unitarias de descuento en
un punto p, que, ademas, son absolutamente continnas en su dominio
temporal [p, ty[, es decir, continuas y con derivada continua salvo en un
conjunto numerable de puntos.
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2. El conjunto formado por las variables alealorias absolutamente conti-
nuas que se concentran en un intervalo }p, £yl
» L0

3. El conjunto formado por las funciones reales de variable real no negati-
vas, continuas salvo en un conjunto numerable de puntos, cuyo dominio
es un intervalo ]p, to| de extremo inferior fijo e integrables Riemann so-
bre [p, t], Vt €]p, o[, y tales que:

t

lim | f(z)dz = +oc.

t—rtg P

A continuacion, dotaremos a cada uno de estos conjuntos de una estruec-
fura algebraica y construiremos un diagrama triangular conmutativo bajo el
criterio de que el tanto de muerte de una variable aleatoria coincida con el
tanto instantaneo de la ley financiera correspondiente.

Con respecto al primer conjunto, por un lado, bastara con definir una
ey de composicién interna entre leyes financieras unitarias, ya que una ley
financiera completa supone la accion de una ley financiera unitaria sobre un
conjunto de cuantias y, por otro, dicha operacion entre leyes financieras ha
de recoger una idea de superposicién o solapamiento de los efectos debidos
a ambas leyes en su accién sobre una cuantia. Con este planteamiento,
podemos considerar dos operaciones entre sislemas financieros unitarios:

L (Fuk)(kp) = Fllip) B p).
2. (1@ F)(tp) = Fltip) + Fat;p) — 1

3.1 Lema

Scan F\(t;p) v F,(t; p) dos sistemas financieros unitarios. Entonces

F(tp) = #1(t;p) + Fa(t;p) — 1.
también son sistemas financieros unitarios.

Demostracion.- Es evidente. B
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La primera operacidn es compatible con la propiedad de ser simplemente
multiplicativos dos sistemas financieros, mientras que la segunda lo cs con
la propiedad de aditividad simple. En nuestro estudio, vamos a centrarnos
en la primera operacidn, aunque podriamos realizar un esiudio dual con la
segunda.

51 llamarnos F, al conjunto formado por todas las leyes [inancieras uni-
tarias en p, podemos enunciar el siguiente

3.2 Teorema
(Fyp,.) es un monoide conmutativo,

Demostracion.- Fs evidente. B

51 llamamos A, al conjunte formado por todas las leyes financieras uni-
tarias de descuento en p y £, al conjunio formado por todas las leyes fi-
nancieras unitarias de capitalizacién en p, tendremos:

3.3 Corolario

A, y £, son monoides conmutativos. 1l

3.4 Lema

Sean {; y £; dos variables aleatorias independicntes con funciones de densidad
fi(x) y fa(z) ¥ con funciones de distribucién Fy(x) y Fy(z), respectivamentc.
Entonces

r =mn(f, &)

es tambien una variable aleatoria con funcidén de densidad
W) = fi(2) [1 = Fa(e)] + ala).L ~ Fy(a)
y con funcién de distribucién
H(z) =1-[1 - FA(2)]]l — Fyz)].

Demostracion.- Véase IMisz (1.962, pp. 58-63). W
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Llamaremos V" al conjunto formado por todas las variables aleatorias &,
absolutamente continuas, que se concentran en un intervalo lp, ty[ de exiremo
inferior fijo. Esto implica que la funcién de distribucién es derivable en todo
R salvo, a lo sumo, en un conjunto numerable de puntos y que, ademds:

Fe(p) =0, Felto) = 1.

En estas condiciones, podemos enunciar el siguiente

3.5 Teorema

(V, ,min) es un semigrupo conmutativo.

Demostracién.- Para ello, tenemos que demostrar que min es una ley de
composicion interna en V. En efecto, V¢, € V7, si N = min(¢,€) (su-
pongamos el caso general, es decir, que £ v £’ estdn correlacionadas. Véase

Maravall (1.976b)):

t g
Pnt)= [ [ feley)dzdy
Por tanto,

Fu(p) = f_; /_pm feer(z, y)dzdy = 0.

Fn{maz(ty, iy)) = 1.
Luego N € V' y se concentra en el intervalo |p, maz{to, th)|.
Las propiedades asociativa y conmutativa se verifican en general. il

Supongamos que el tanto instantdneo de muerte o terminacion en ¢ de la
variable aleatoria &:
pt) _  dinp()

p(t) i

(siendo p(t) = 1 — F(t) = Pr(€ > t) la funcidn de pervivencia en { de la
variable aleatoria £) coincide con el tanto instantineo en t de la ley financiera
F(t; p) (en aquellos puntos en que ésto sea posible, es decir, salvo, a lo sumo,
en un conjunto numerable de puntos):

aF(t;p)
OInF(t,p
) = e = -2 )
F(t;p) ot
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Entonces:

_dlnp(t) __OnF(t;p)
d o
Integrando entre ¢ y p

/P dlnp(a:)dm _ /P Bln}"(a:;p)dw
‘ t ( ’

dzx Oz
se obtiene:
[Inp(z)]} = [InF(z; p)IE,
por lo que:
1— F(t)
Fltp) = ——F—
BP) = 17"

Esta expresion es un caso particular de los sistemas simplemente mulii-
plicativos y nos ofrece una formula para generar leyes financieras a parlir de
funciones de distribucion de variables aleatorias.

En el caso de que la variable alealoria ¢ sca absolutamente cont{nua y se
concentre en un intervalo ]p, tof, F(p) = 0y F(t;p) = 1 — F(t), lo que nos
induce a considerar la siguiente correspondencia:

R Ar(jz)

dcfinida por:
£ p(€) + [p, to[—]0, 1],
tal que:
w()(t) =1— F(t), Vi € [p, Lo,
siendo éste el intervalo en cuyo interior se concentra £.

El siguiente resultado pone de manifiesto el trasvase entre riesgo y fuerza
de capitalizacién o descuento al que haciamos referencia en la Introduccién,
trasvase que, ademas, respeta las operaciones definidas entre variables aleato-
rias, por un lado, y leyes financieras, por el otro, cuando se trate de variables
aleatorias independientes entre si.
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3.6 Teorema

v es una aplicacion biyectiva tal que;

w(min(€, ) = p(€6).0(8),

siendo £ y &' variables aleatorias independientes entre si.
Demostracion.- Para ello, tencmos que demostrar que:
12) o estd bien definida. En efecto, »(¢) es una ley financiera en p.

22) » es inyectiva. En efecto:

Si (&) = w(&) = Yt € [p,bol, w(EN1) = w(€)(t) =

= Vie [pa t{}[a 1 - Ff(t) =1- FE'(t) = Vi€ [thO[J Fﬁ(!’) = F‘E’(f) = é = 5’:‘
por ser § y ¢ absolutamente continuas (Rios (1.985, pp. 92-94)).

32} v es sobreyectiva. Fn efecto:
VA(;p) € Ay, IE €V, (&) = A(;p),

siendo £ la variable aleatoria que se concentra en el interior |p, to[ del dominio
de la ley financiera y cuya funcién de distribucién es:

Vielp, o, F(1)=1—A(tp).

a)
el)(t) =1~ F() =1-14A(t;p) = Alt; p)-

b) F(t) es la funcién de distribucién de una variable aleatoria {. En efecto:

1. A(t;p) es una funcién no creciente de t. Por tanto, I'(t) = 1 — A(¢; p)
es una funcién no decreciente de ¢.

2.ty € |p,+oo] [ Alte;p) = 0 = F(tg) = 1. Por tanto, F(+o0) = 1.
Ademads, F(p) =1 — A(p;p) =1—-1=0. Luego F(—o0) = 0.

3. A(t;p) es continua con respecto a t. Por consiguiente, F(1) = 1 —A(#; p)
es también continua con respecto a t. Por ser absolutamente continua,
F procede de una variable aleatoria continua.
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Por tanto, ¢ es biyectiva.
42}
p(man(§,£') = o(£)-»(£),

siendo £ y £’ variables aleatorias independientes entre si. En efecto,

VL€ fp, maz(to, 4], w(min(é,€))(t) = | ~ H(t) =

=[1 = FeO).[t = Fe ()] = p(£)(1).0(£)(2) =
= p(min(£, ) = (£)-p(¢). B
A continuacién, llamaremos F al conjunto formado por las funciones

reales de variable real f > 0, cuyo dominio es un intervalo ]p, #o] de extremo
inferior fijo e integrables Riemann sobre [p, 1], Vt €]p, to| y tales que:

lim f( z)dr = +o00.

t—+t P

Sabemos que (F;, +) es un semigrupo conmutativo.

Consideremos la siguiente correspondencia:
b: A4, — .7'_;
definida por:
A(;p) = 8(A(5p) : [t o R

dada, a su vez, por:
- BlnAltp
S(A( p)) = - 2L

siendo [p, to el dominio temporal de A( ; p).

3.7 Teorema

§ es un i1somorfismo de semigrupos.

Demostracion.- Para ello, tenemos que demostrar que:
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12) § esta bien definida, pues §(A( ;p)) = 0y, ademas, Vi € [p, 4], es
integrable Riemann sobre [p,t], va que:

[ 8(Ataip))de = ~inA(t ),

Ademas,

t
lim f S(A(z; p)idz = —InA(to; p) = +oo.
t—ity Jp

22) & es inyectiva. En efecto:

Si 8(A(;p)) = 6(A'(;p)) = Vi€ [p, tol, 8(A(t;p)) = 6(A'(E;p)) =

N _OlmA(tp)  OlmA'(Eip)
o at
tdlnA(z;p) [ OInA(z;p)

= InA(t;p) = InA'(#;p),
va que la constante de integracién {nK (p) se anula, por ser A{p;p) = 1. Asi:
A(typ) = A'(1;p), VL € [p,to[= A(;p) = A'(;p).
32} é es sobreyectiva. In efecto:
Vh € 77, 3A(;p) € A/ 8(A(;p)) = P,
siendo A( ;p) la ley financiera de descuento en p tal que:

dA(L;p)

Vi € [p,tol, = = A(t).

Integrando Riemann entre t y p:

! - f‘ h{x)de
Vi € [p,tol,—inA(tip) = | he)da = Altip) = ¢
P
A( ;p) es una ley financiera de descuento en p cuyo dominio temporal es
[p, to| ¥, ademds, por la definicién de intcgrabilidad de Riemann, es absolu-
tamente continua.
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42) '
S(A(5p) A'Tsp)) = 8(A(5p)) + 6(A(;p)).
En efecto, ¥Vt € [p, tol:

5(A(t;p).A’(f;p)) — aln(A(i;gi.A'(t;'p)) _ Wa([nA(t;p)a_; lnA,(“p))

= natn) OER) g pqes )+ (A1) »

= 8(A(;p)-A'(5p)) = 8(A(5p)) + 8(A'(;p)). N

Por ultimo, consideremos la siguiente correspondencia:

n: V; — F,
definida por:
() pto[— R

dada, a su vez, por:

160 = 25,

siendo f(t) la funcién de densidad y F(#) la funcién de distribucién de la
variable aleatoria £.

La relacidon entre las cortespondencias @, § y n queda establecida en el
sigulente

3.8 Corolario

El diagrama

es conmulativo, es decir,

bop=mn|.

Ademads, se comporta como un homomorfismo para las variables aleatorias
independientes entre s1. il
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3.9 Corolario

n es una aplicacién inyectiva tal que

n(mn(g,£) = n(€) + n(¢"),
siendo £ y £ variables aleatorias independientes entre si.

Demosiracion.- Es evidente. i

4 MAXIMO DE DOS VARIABLES ALEA-
TORIAS

En esta seccion, vamos a realizar un estudio dual al expuesto en la Seccion 3,
pero considerando variables aleatorias absolutamente continuas que se con-
centran en un inlervalo |to, p[, con la operaciéon méaximo y leyes financieras
de capitalizacién en p, llegando a la construccion de un diagrama triangular
conmutativo analogo al obtenido en el corolario 3.8.

4.1 Lema

Sean £; y & dos variables aleatorias independientes con funciones de densidad
filz) v fa(z) v con funciones de distribucidn Fi(z} y F3(z), respectivamente.
Entonces

n = maz (£, {2)
es también una variable aleatoria con funcion de densidad
9(z) = file) Fy(e) + o). Fi(2)
y con {funcion de distribucion
Glz) = Fi(x). Fa(x).
Demostracion.- Véase Fisz (1.962, pp. 58-63). I
51 llamamos V?;" al conjunto formado por todas las variables aleatorias £

absolutamente continuas que se concentran en un intervalo ]tg, p| de extremo
superior fijo, en esle caso:

Fe(p) =1, Fe(to) =0,

y podemos enunciar el siguiente



iNDICE

44 Esfudios de Economia Aplicada

4.2 Teorema

(V},maz) es un semigrupo conmutativo.

Demostracion.- Para ello, tenemos que demostrar que maz es una ley

de composicion interna en V7. En efecto, V€, ¢ € Vi, si M = maz(£,¢)

(supondremos también el caso general, es decir, que £ v ¢ estan correla-
cionadas):

+ oo 4o
Fu(t) =1 _./: | Jerla,y)dady.

Por tanto,

\ +0o  ptoo
Fu(p)=1- /p A fee(z,y)dady = 1

Fpy(mim(tg, b)) = 0.
Luego M €V y se concentra en el intervalo Jman(iq,t3), p[.
Las propiedades asociativa y conmutativa se verifican en general. W
Supongamos ahora que el tento instanlineo de crectmiento en t de la
variable aleatoria £:
{
c(t) — M
F(1)

coincide con el tanto instantdneo en t de la ley financiera F({;p) (salvo, a lo
sumo, en un conjunto numerable de puntos):

an F(t;
r(tip) = ———2 8 85 2]
Entonces: _
F(p)
Fit;p) = ——=

Esta expresion es también un caso particular de los sistemas simple-
mente multiplicativos y asimismo nos ofrece una férmula para generar leyes
financieras a partir de funciones de distribucién de variables aleatorias.
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En el caso de que la variable aleatoria ¢ sea absolutamente contfnua y se
concentre a la izquierda de p, F(p) =1y F(¢t;p) = ﬁ, lo que nos induce a
considerar la siguiente correspondencia:

o V: — L)
definida por:
6 = (P’(é) Z]t[),p] - [13 +OOL
tal que:

S()() = %) Vit €lto, 7,

siendo éste el intervalo en cuyo interior se concentra €.

4.3 Teorema
¢’ es una aplicacion biyectiva tal que:
¢'(maz(£,£)) = ¢'(£).¥'(¢),
siendo £ y £’ variables aleatorias independientes entre si.
Demostracion.- Para ello, tenemos que demostrar que:
12) ¢ estd bien definida. En efecto, ¢'(¢) es una ley financiera en p.
22) ¢’ es inyectiva. En efecto:
Si'(€) = '(¢) = Vt €lto, p), Fe(t) = Fa(t) = £ = £,
por ser £ y £ absolutamente continuas.

3%) ¢ es sobreyectiva. En efecto:

VL(t;ip) € Ly, H € V) ©(€) = Lt p),
siendo £ la variable aleatoria que se concentra en el interior J#y, p[ del dominio
de la ley financiera y cuya funcién de distribucién es:
' 1

L(t;p)

Vi Elto, pl, F(t) =

a)

@' (E)1) = F_it)“ = L(t; p).

b} F(t) es la funcién de distribucidn de una variable aleatoria ¢. En efecto:
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1. L(t;p) es una funcién no creciente de {. Por tanto, F(t) = m es una
funcion no decreciente de t.

2. 3ty € [~oo,p[ [ L{to;p) = +oo = Ftg} = 0. Por tanto, F(—o0) = 0.

Ademas, F(p) = L(:;;p) = 1. Luego F(+oc) =1.

3. L(¢;p) es continua con respecto a { y L(t;p) # 0. Por consigujente,
) = ﬁ es también continua con respecto a t. Por ser absoluta-
mente continua, ¥ procede de una variable aleatoria continua.

Por tanto, ¢’ es biyectiva.
42)
¢'(maz(¢,£)) = ¢'(£).9(€).
siendo £ y £ variables aleatorias independientes entre si. En efecto,

1

vt €]min(to, to), pl, ¥ (maz(¢,E))(t) = m =

- -@ﬁ = PO P (E)D).

Consideremos ahora la siguiente correspondencia:
&L, — .7-';'
(siendo FF el homdlogo de F; en el intervalo [tg, p]) definida por:
L(;p) = 8(L(;p)) tftop) = R

dada, a su vez, por:
Aln L.(1; p)
4 . — A
6 (L(t*p)) - ('?t 3

siendo {o, p! el dominio temporal de L{ ;p).

Anélogamente al Teorema 3.7, se demuestra el siguientc
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4.4 Teorema

§' es un isomorfismo de semigrupos. B

Por ultimo, consideremos ahora la siguiente correspondencia:
7' V;' — FF
definida por:
=0 (€) o, pl = R
dada, a su vez, por:
f(t)

n{€)(t) = F)'

siendo f(t) la funcion de densidad y £(¢) la funcién de distribucién de la
variable aleatoria £.

4.5 Corolario

El diagrama

4G

+
F,

Ademds, se comporta como un homomorfismo para las variables aleatoriag
independientes entre si. B

es conrmnutativo, cs decir,

4.6 Corolario
7' es una aplicacion biyvectiva tal que
n'(maz(£, ) = 7'(§) +7'(¢),

siendo £ y £’ variables aleatorias independientes entre si.
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Demostracion.- Es evidente. B

Finalmente, observemos que toda variable aleatoria que se concentra a
la derecha de un punto p, genera otra variable aleatoria que se concentra a
la izquierda de p. LEn efecto, s1 la funcién de distribucién de una variable
aleatoria es:
F:p,+00[—[0,1],

podemos definir
G| = oo, p] — [0, 1],
tal que:
G(t)=1— F(2p —t).
Si ¥ y (7 verifican las condiciones de los teoremas anteriores, podemos

construir sus correspondientes leyes financieras (de descuento y de capitali-
zacion, resp.), que, como se comprueba facilmente, son conjugadas, es decir:

A(t;p) =1 — F(t), parat>p,
1
Ltip) = ————
Como consecuencia de todo ello, agrupando los diagramas obtenidos en
los corolarios 3.8 y 4.5, podemos enunciar el siguiente

, parat < p.

4.7 Corolario

El diagrama

/
2 -F_Ef; '
\

B

estd formado por tridngulos conmutativos. R
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5 CONCLUSIONES

Teniendo en cuenta el principio de subestimacion de lus necesidades fuluras,
el alejamiento de la disponibilidad de un blen debe ser compensado con un au-
mento de cuantia para que sean indiferentes, es decir, todo sujelo econdmico
prefiere los bienes presentes sobre los futuros a igualdad de cantidad v cali-
dad. Pues bien, si consideramos una unidad monetaria a lo largo del intervalo
temporal [p, +o00[, teniendo en cuenta que el tiempo es un bien econdmico ne-
galivo, se produce una suhestimacion o pérdida del valor real de dicha unidad
monetaria en una cantidad creciente con respecto al tiempo. Dicho de olra
forma, podemos considerar toda cuantia monetaria como un ”sistema” cuyas
"unidades” tienen fallos, por lo que la subestimacién experimentada por la
unidad puede ser considerada como la funcidn de distribucién de la variable
aleatoria "momento en el que se produce el fallo de una unidad del sistema”.

Es evidente que esta subestimacidn I'(L) de la unidad monetaria en el
intervalo p,t] debe ser igual al descuento (¢ p) producido por cierta ley
financicra en dicho intervalo para que el capital {1 —D(#; p), p) sca equivalente
a (1,1). kn otras palabras, '

F(t) = D({tp) =1— At p).

Este es el significado de la biycccidn entre ciertas variables aleatorias v
leyes [inancieras de descuento. dada en el teorema 3.6. Asi, por ejemplo, se
puede demostrar que la ley de descuento compuesto al tanio 7 se corresponde
con una variable aleatoria que sigue una distribucién exponencial negativa de
parametro A = In{l + ), siguiendo el proceso descrito en el parrafo anterior.

Ahora bicen, la subestimacién anterior, de tipo ccondmico-financiero, puede
verse mcrementada por la consideracion de otras variables aleatorias como,
pot cjemplo, el instante en que se producira un siniestro, etc.. Mas concre-
tamente, supdngase que una compaiia de seguros "pacta” con un asegurado
una ley financiera F. Considérese ademas un seguro objeto de contrato y
que Y es una variable aleatoria que mide cualquier hecho relevante para este
seguro (por ejemplo, el momento en que se producird el primer siniestro, el
tiempo de espera entre dos siniestros consecutivos, el nimero de siniestros
en un intervalo de tiempo, etc.). Sca & la funcion de distribucién de ¥ v
consideremos que (7 verifica las condiciones pedidas en los teoremas ante-
riores. Pues bien, si lo que hemos ascgurado es la ausencia de un suceso
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en un intervalo temporal (no realizacion del -primer simesiro, tiempo de es-
pera entre dos siniestros consecutivos superior a un nimero dado, niimero de
siniestros en un intervalo de tiempo inferior a uno dado, etc.), teniendo cn
cuenta que la ley financiera F se corresponde, segin ¢l teorema 3.6, con una
variable aleatoria cuya tasa de fallo coincide con el tanto de descuento de &
{de acuerdo con el corolario 3.8) v que, por tanto, refleja la subestimacién
de una unidad monetana a lo largo del tiecmpo (debido a las expectativas
sobre inflacién, evolucidn de los tipos de interés y otras circunstancias de
tipo econdmico-financiero previstas por la entidad aseguradora vy que nor-
malmente se reflejan en un tipo de interés técnico, ya que usualmente F
es la capitalizacion compuesta), podemos considerar que la cantidad asegu-
rada sc pagara cn caso de que no se produzca el suceso en cuestion y que el
vencimiento del seguro esté dentro del dominio temporal de la ley financiera
{es decir, que no se produzca la "pérdida” de la unidad monetaria). Dicho
de otra forma, la cantidad asegurada se pagaré en caso de que no se verifique
la variable aleatoria min(X,Y') en el intervalo de tiempo considerado. Por
tanto, tendriamos que encontrar una ley financiera cuyo tanto instantaneo
fuese igual a la tasa de fallo de la variable alealoria mencionada.

De este modo, el teorema 3.6 nos asegura la existencia de una ley fi-
nanclera f1 tal que el valor actual esperado de cualquiera de las circunstan-
clas relevantes para el seguro, se puede obtener trasladando en el tiempo
el capital ascgurado considerado en el instante final del periodo (que cs un
capital cierto), mediante H. En el caso concreto de que las variables X e Y
fuesen independientes

H = Fopo(Y).

Podernos realizar un estudio andlogo al anterior en el supuesto de que
pretendamos asegurar la realizacidon de un suceso, obteniendo resultados
analogos por aplicacion del teorema 4.3.

Obsérvese que el factor de descuento obtenido en la Seccidn 3, cs la fia-
bilidad del sistema cuya tasa de fallo coincide con el tanto instantdneo de
descuento de la ley financiera correspondiente.

Como consecuencia de todo lo anterior, podemos obtener los resultados
conocidos de seguros y generalizarlos posteriormente. En efecto, entre las
diversas modalidades de seguros que podemos contratar con una compafia
aseguradora, destacamos dos:
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1. Elseguro de capital diferido o capital € pagadero al asepurado de edad
x sivive a la edad x+n, en el que la tasa de [allo de la variable aleatoria

£, cuya funcidn de distribucion es:

( 0

]q;r:

24

Fo(k) = < ol
\ w—zr—1r

4

4

sik =z
sik=r+41
stk=ax4+72

stk=z4+3

sth=w-—1

(siendo w la edad limite que ninguna persona Hegard a alcanzar) coin-
cide con el tanto instantinco de descuento de la ley financiera adicional.

Por tanto,

Co=CV ".(1=Fz+n))=CV*'(l—,q)=CV" p,.

2. Iil seguro integral o capital C' pagadero, al término del perfodo fijado,
s1 el asegurado fallece dentro de dicho periode, en el que la tasa de cre-
cimiento de la variable aleatoria £, coincide con el tanto instanténeo

de capitalizacién de la ley financiera adicional. Por tanto,

1
C = Co(l+i)".

Fo(z+n)

= Cou(l i) —.

Ambos seguros pueden ser suscritos para cualquier intervalo temporal,
aunque ¢l segundo ellos suele ser aplicado en perfodos anuales, va que la
condicién de fallecimiento conlleva generalmente la de pago de la cantidad
asegurada al final de] aflo en que se produce el ébito, por lo que la modalidad
de seguro de capital para caso de muerte consistiria en una suma de n seguros
de capital diferido en periodos anuales consecutivos, con lo cual la prima

unica a satistacer por el asegurado serfa:

n

C‘U = Z(l + i)_k-k—l/q:m

k=1

siendo x_y¢y la probabilidad de fallocimiento de una persona de edad =z,

durante el k-ésimo ano siguiente.
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Pues bien, estas modalidades de segiiro v todas las que se derivan de
ellas pueden ser generalizadas a cualquicr sistema en que intervenga el ricsgo
o la incertidumbre, clementos que pueden ser traducidos en variaciones del
tipo de interés. lin cfecto, consideremos un sistema que tiene asignada una
determinada misién cn el intervalo de tiempo (p,1). Si el coste inicial de esta
mision es (Y, (por ejemplo, coste de las materias primas), el valor final del
output resullante sera:

O = Cp(1 +4)7,

siendo 7 la rentabilidad gue queremos obtener inicialmente, cantidad que
debera ser inerementada por el riesgo consistente en la posibilidad de que
el sistermna tenga fallos. Asi, si la tasa de fallo del sistema es muy alta, el
coste final deberd ser mayor que si el sistema utiliza un procedimiento mds
perleccionado.

Ademas, podemos aplicar los resultados anteriores a seguros de colectivos
de personas o a fiabilidades de grupos de sistemas (Iernandez de Trocdniz
(L.969, pp. 5.1.1.1-5.4.2.7)), obteniendo, por el teorema 3.6 o por el teorema
4.3, un comportamiento multipiicativo de las leyes financicras asociadas a
variables alcatorias independientes entre si.

En efecto, consideremos un sistema “de tipo serie”, es decir, un sistema
formado por m partes Uy, Uy, ..., Uy, que {alla en cuanto falle una, varias o
todas ellas. De esta definicidn se deduce un esquema muy analogo al de los
cireiitos eléctricos formado por varios contactos en serie:

o = | ] @ b, @ = O

Si llamamos & a la edad aleatoria de fallo de la i-ésiina parte del sistema,
no cabe duda que la edad aleatoria de fallo del sistema completo sera N =
min(€y, &y ooy Em ), siendo m el nimero de partes del sistema. Por tanto,
si lo que hemos asegurado es su funcionamiento en un periodo de tiempo
(1, t4], el factor adicional de descuento serd la fiabilidad del sistema en dicho
intervalo:

1 - FN(i-g)
L — Fyity)

o, en caso de independencia en el funcionamiento de las m partes del sistemas

1= Fi(t) 1 - F(t) 1= Fulf)
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sienndo I la funcidén de distribucidn de &; 7 =1,2,.....,m.

Si lo que pretendemos asegurar cs ol fallo del sistema en el intervalo (4, 14],
el factor adicional de eapitalizacion scra el correspondiente a la ley de capita
lizacién que se obliene por conjugacion de la anterior de descuento (corolario
4.7): '

F}\r(tg)
Iin(ty)

Estos sistemas son los mas [recucntes en las diversas tecnologias. Por
ejemplo, si un sistema clectrdnico estd dispuesto, con estruciura funcional de
tipo serie, por 20.000 componentes cada una de las cuales tiene una flabilidad
0'99999, el factor adicional de capitalizacion sera, en caso de independencia
en el funcionamiento de dichas componentes:

1

— el
5799999000 — 0 6

Los sistemas de tipo paralelo también tienen cabida en nuestro estudio.
Diremos que las partes U7, Uy, ..., I/, con actuacion simultanca forman un
sistema redundante de tipo paralelo si cada una de cllas por si sola es capaz
de garantizar el cumplimiento de la misidn. Como consccuencia de ¢llo, el
sislema sobrevive en cuanto sobrevivan una, varias o lodas éstas. Asi, la
edad alecatoria de fallo del sistema completo serd M = maz(&, &, ... ém ).
Por tanto, si lo que hemos asegurado es su fallo en un periedo de tiempo
[£1. £4], ol factor adicional de capitalizacion en dicho intervalo sera:

£ (ty)

4 bl
Far(ty)
o, en caso de independencia en el funcionamniento de las rn partes del sistema:

Fi(ta) oty FL(1)
F](tl).ﬁg(h) IIIII ij(lll)-

Si lo que pretendemos asegurar es la supervivencia del sislema en el inler-
valo [t1,t2], el factor adicional de descuento serd el correspondiente a la ley

de descuento que se obtiene por conjugacién de la anterior de capitalizacion
(corolario 4.7):

1 = La(ty)

Lo Fag(ty)
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Como comentario final, hemos de indicar que todo este desarrollo podria
ser reelaborado con la operacion @) definida en la Seccion 3, sin mas que
sustituir el tanto instantaneo por el tanto instantaneo acumulado:

u(l) = _BLétt;P) 6 u(t) = _aAgt;p)_

NOTAS

(1) Es preciso hacer notar que cualquiera de los enfoques anteriores trabaja
simultanearnente con leyes financieras (que son continuas) y variables aleato-
rias discretas. Para una definicion de ley financiera en tiempo discreto, véase

Cruz (1.994, pp. 85-91). '

(2) En lo que sigue, A, sera el conjunto de todas las leyes financieras de
descuento cn p que, ademas, son regulares, es decir, aquellas para las que
existe un {p = p tal que A(tq, p) = 0 (eventualmente, tp puede ser +o0).

(3) En lo que sigue, £, sera el conjunto de todas las leyes financieras de
capitalizacién cn p que, ademads, son regulares, es decir, aquellas para las que
existe un #y < p tal que L(tp, p) = +oo (eventualmente, t; puede ser —oco).
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