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RESUMEN

Este trabajo analiza el equilibrio no cooperativo de Nah sobre un juego diferencial entre el go-
bierno y el sector privado. La tecnologia tiene una influencia directa sobre el comportamiento de las
trayectorias de capital publico y privade en et equlibrio, por ello, se analiza una tecnologia no lineal
y una lineal. Las caracteristicas que presenta el equilibrio con la tecnologia lineal permiten carocteri-
zarie como un subjuego perfecto, lo que permite la construccion de estrategias de omenaza que
mejoran los objetivos de los sectores.
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ABSTRACT

This paper examines the Nash equilibria solution for a differential game between the government
and the private sector. The effect that technology has on the strategies of both players is studied to
consider a non linear ond linear production function. The equilibria when the technology is linear has
the propety to be o subgame perfect. It allows us to build trigger strategies.
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1. Introduccién

Los modelos propuestos por la teoria neocldsica, para explicar lo importancia de
ciertos elementos en el crecimiento, prestan especial atencién a la acumulacién de
bienes de capital, el crecimiento de la poblacion y el progreso técnico, distinguien-
do entre el corto pluzo, cuando esos elementos son fijos y el largo plazo si ninguno
de ellos estd dado. Esta teoria, aun considerando el supuesto de dos sectores (Ta-
kayama (1985, pp. 627-646)), supone que en el proceso de inversion para la
acumulacién de capital existe un Unico decisor, aungue si contempla la evolucién
de los stock de capital de los sectores separadamente.

Existen en la literatura distintos modelos en los que aparecen aspectos que pue-
den enmarcarse dentro de la teoria neocldsica del crecimiento que son tratados
utilizando la tecria de juegos, por tanto, las decisiones son tomadas por dos o mds
agentes. En estos modelos estd presente una economia donde el output se obtiene
con la intervencion de trabajo, capital y con una tecnologia dada, esta Gltima re-
presentada por una funcién gue tiene la propiedad de ser homogénea y de grado
uno, lo que permite expresar las posibilidades de produccién en términos “per ca-
pita”. Entre los trabajos en los que estdn presentes estas caracteristicas pueden
citarse, el pionero de Lancaster (1973) o el de Phojola (1983) que utilizan una
tecnologia lineal y horizonte finito; el articulo de Hoel {1978), también en hori-
zonte finito, gue introduce las condiciones de Inada en las posibilidades de pro-
duccidn, condiciones que también considera Shimomura (1991) en un modelo
con horizonte infinito. En todos estos trabajos hay dos agentes, pero sélo uno de
ellos tiene la posibilidad de modificar el capital dedicado a la produccién.

Si se considera una economia con dos sectores, por eiemplo, sector pablico v
sector privado, no sustitutivos, agentes representativos de ambos sectores tendrian
capacidad de decisién sobre formacion de capital propio. De este modo, aspectos
tratados por modelos bisectoriales de la teoria neocldsica del crecimiento podrian
ser analizados por teoria de juegos, si las decisiones de un sector afectan al otro y
reciprocamente. La influencia del sector publico sobre el privade es abordado por
Aschauer en dos trabajos, donde estudia los efectos que el gasto publico tiene
sobre la inversion privada {1989, a} y cémo determinados movimientos de la acti-
vidad privada de los Estados Unidos pueden ser explicados por la acurmulacién de
capital publico y gasto publico (1989, b). También, Jones y Manuelli {1990) inves-
tigan cémo las politicas gubernamentales pueden condicionar el comportamiento
a largo plazo de una economia, induciendo heterogeneidad entre pafses con la
posibilidad de que crecimientos de consumo y produccién sean permanentemente
diferentes. Pero la incidencia tiene que ser reciproca, pues decisiones del sector
privado tienen que inducir respuestas en el sector publico si las actividades de éste
no se concretan en la produccion de bienes.
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El modelo que presentamos recoge algunas de las caracteristicas del planteado
por Buffie (1995), en donde el sector privado determina sus caminos optimos de
consumo, activos monetarios y stock de capital, supcniendo conocida la actuacion
del sector publico. Nosotros tomando su funcién de produccién, dependiente del
capital publico y privado, incorporamos al sector publico como agente con capaci-
dad de decisién para alcanzar un objetivo. De esta forma sustituimos la idea de
Buffie y consideramos que el sector privado tiene influencia sobre las decisiones
del sector publico. El andlisis propuesto se centra sobre un horizonte de planifica-
cion finito, retomando la idea de Lancaster y la posterior de Seierstad (1993). El
heorizonte temporal finito se justifica al suponer, en el modelo, que el objetive del
sector publico es maximizar su consumo durante él, objetivo que puede ser priori-
tario para un gobierno o para una legisiatura y no para otros gobiernos u otfras
legislaturas.

E! trabajo estd organizado en cinco secciones. En la segundo, se realiza el plan-
teamiento del modelo incluyendo los objetivos de los dos agentes y sus posibilida-
des de decisidén. En la tercera seccién, se analiza cudl es el resultado sobre el
comportamiento de los capitales si los sectores siguen una situacién no cooperati-
va propuesta por un equilibrioc de Nash. La seccidn tercera contiene también dos
subsecciones que estudian casos particulares del equilibrio, considerando distintas
tecnologias en la economia. Asi, en la primera subseccidn se analiza el equilibrio
con una tecnologia no lineal, tipo Cobb-Douglas, que lleva implicito un compor-
tamiento complementarioc en el proceso productivo de los dos sectores. La selec-
cién de la tecnologia Cobb-Douglas se debe a razones de presentacion de resulta-
dos, que serian menas manejables si por ejemplo, se considera una tecnologia tipo
C.E.S. como la utilizada por Buffie. En la sequnda subseccion la tecnologio es li-
neal, con lo que las productividades marginales de los capitales son constantes;
las caracteristicas que presenta el equilibrio con la tecnologia lineal permiten ana-
lizar si los sectores podrian llegar a un cierto acuerdo, con ta intencién de aumen-
tar sus objetivos en el periodo de planificacién. El estudio de estas estrategias de
amenaza se realiza en la seccion cuarta. Por dltimo, el trabajo se concluye desta-
cando los resultados mas significativos del andlisis realizado.

2.- Planteamiento del medelo

Se considera una economia que produce un Unico bien privado y en la que inter-
vienen dos agentes representativos del sector publico y privado. El agente privado
dispone en un momento f de K(¢) unidades de capital privado y el agente publi-
co, que adquiere el bien al sector privado, dispone en cada momento I de
Z(t) unidades de capital publico, materializado en infraestructura social, comeo

carreteras, aeropuertos, puertos, bienes del estade, etc. La produccion, suponien-
do constante la aportacién de trabajo, se obtiene mediante capital publico y priva-
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do, siguiendo la expresion Y(t} = g(K(t),Z(¢t)), donde la funcién de produccién,

de clase C?, satisface las condiciones:

g, (K(1),Z(1) > 0, q;(K(1).Z(1)) > 0, g5 (K(1),Z(1)) < 0,
9. (K(1).Z(1)) <0,

ademds, capital publico y capital privado se suponen indispensables y comple-
mentarios o independientes (g, (K,Z) = 0), pero no sustitutivos.

Sobre un horizonte finito de tiempo T durante el cual capital publico y privado
interactuan para obtener a produccidon, ambos sectores desean encontrar sus ca-
minos &ptimos de consumo desde su participacién en la produccién. En cada
momento, el sector privado dispone de [q(K(t),Z(t))—5(t)K(t) kl—v(t)),
donde &(r)es la tasa de depreciacién del capital privado y v(2) es la tasa impositi-
va en cada momento. La participacién privada puede expresarse como

FIK(6),Z(t)) — x(¢), donde la funcién

FK(D,Z(1)) = q(K(1),Z{1)) - &(t) K(¢) tiene las mismas caracteristicas que la
funcion de produccion ¢, si se admite g (K(1),Z(t)) > 8(1), y x(¢) corresponde
a los impuestos en el momento f, variable controlada por el sector pubiico. Sin
embargo, los impuestos no pueden eliminar la participacién privada ni ser nulos,
pues ellos corresponden a la participacién pablica en el producto, luego se tiene
que verificar 0 < x(t) < f(K(t),Z(t)). Suponiendo proporcionalidad entre pro-
duccién e impuestos, la Ultima condicidén puede expresarse como que los impues-
tos estarian siempre comprendidos entre dos proporciones de la produccién, si-
guiendo la relacion  B,() f(K(0),Z(t)) £ x(t) < B, (1) fF(K(),Z(1)), donde las
tasas de impuestos 3, (t)y B,(t) podrian satisfacer una relacién:

0<B,(<1/2; B,(H)<B,(t)<1 vy serian valores determinados por el sector
publico y conocidos por el sector privado. Teniendo en cuenta la proporcionalidad
entre impuestos y producto, la participacion del sector privado puede expresarse
como (1= BUNSF(K(),Z(1), con B,(r) < B < B,(1), y puede disponer de
ella bien paro consumo o paro inversion. Designondo por m(1), 0<m(1) <1, &

porcentaje que en cada momento el sector privado dedica a consumo, tenemos
que el objetivo privado durante el horizonte es:

max  J(m) = [m() (1= B f (K(0,2(1)) di

y si la parte no consumida, se invierte, la variacién en el tiempo del capital privado
sequird la expresién K1) = (1—=m(N (- BN F(KE)LZ(#)Y). Supondremaos
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ademds que en el momento inicial el agente privado dispone de K, = K(0) > 0
unidades de capital privado.

La participacion del sector publico en el producto corresponde en cada mo-
mento a los impuestos, que dedicard a gasto publico o inversién plblica. Deno-

tando por s(1) € [O,l] la proporcién que el sector piiblico dedica instantaneamente

a consumo, el problema de maximizar el gasto publico durante el horizonte T
puede expresarse:

max oy (B.s) = () BU) £ (K(0),Z (1)) dr

El capital publico variard durante el horizonte temporal siguiendo fa ecuacidn
Z() = (L= s(eNB) [ (K(2), Z(1)) — p (1)Z(1), donde H(r)es la tasa de depre-
ciacion del capital publico. También se supone que en el momento inicial el go-
bierno dispone de Z, = Z((}) > 0 unidades de capital piblico.

El problema de determinar los cursos temporales éptimos de consumo e inversion
para ambos sectores, puede ser analizado como un juego diterencial bipersonal,
donde cada sector es un jugador, de suma no nula, pues lo que un sector gana el
otro no tiene que perderlo, y harizonte finito 1. La solucién dependerd de las po-
siciones cooperativas o no de los jugadores.

De ahora en adelante, supondremos que f§, v i, son constantes durante el

horizonte temporal y que los tantos de depreciacion de los capitales son nulos
como en la teoria del crecimiento a corto plazo. Para el resto de las funciones
mantendremos su dependencia respecto al fiempo, aunque no se haga explicito,

3.- Equilibric de Nash no cooperativo

Planteado un juego con las caracteristicas del que nos ocupamos, se pueden
considerar dos tipos de equilibrios de Nash no cooperativos: en ciclo abierto y ce-
rrado. En el primer caso los controles de los jugadores son funcién del tiempo,
mientras que en ciclo cerrado, los controles son funcién, ademds, de las variables
de estado. En el modelo planteado ambos equilibrios coinciden, ya que no hay
posibilidad de que los controles de los jugadores sean funcién del capital publico
y/o privado.

Para obtener el equilibrio (Basar y QOlsder, pp. 317} necesitamos resolver dos pra-
blemas pardmetricos de control éptimo, con dos variables de estado. Aplicando el
principic del mdximo, donde las condiciones necesarias, supuesta la concavidad
de la funcion de produccion, son suficientes (Seierstrad v Sydsaeter, pp. 107) te-
nemos que el hamiltoniano asociado al sector privado sera:
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H(K.Z,y y.m)=(m(l-By+y (1-m)(1- B +y,(1-98) [ (K.2),
y el asociado al sector publico:
H(K,Zy s, By=(sB+y (1-m(0-B+v, (1-98) [ (K.2Z),

dondey (1), y,(t) son las variables de coestado asociadas al problema del
sector privado y al capital privado y pablico respectivamente; v W (1), ¥, (f) son
las variables de coestado asociadas al problema del sector publico con fa misma
correspondencia que en el caso anterior.

Al analizar los programas:  max H(K,Z,y ,y ,,m) s.a:.0<m=1 vy
max H (K, Z,yr W ;8.B)5.a:0<s<1, 8 < B<f, junto con el sistema di-
ndmico que satisfacen las variables de coestado:

=, = fL[m(- By +y (I—m)(1 - B+ w,(1- 58],
v, = f[m(= By (I-my(1- B +y,(1- 58],
—y, = fLsBrw (l-m( - B+, (1-8],
—y, = fsBrw,(l-m(1- Br+y, (1-9f],

con ¥ (T =w, (N =y (IN=y,(T)=0, encontramos que si la amplitud del
horizonte es suficiente, en la estrategia de Nash existen dos momentos de tiempo
t" y t', iguales o distintos, que dividen al horizonte T en subintervalos. Los mo-
mentost™ y 1" estdn determinados por las relacionesy (t")=1 yy (") =1.
Antes de t" el sector privado solo invierte y despues sélo consume. Lo mismao
puede establecerse respecto a t' y el sector publico. Tenemos, por tanto, tres

W

equilibrios dependiendo de lo relacién entre el momento 1* y 1. En ellos existe

un intervalo [O,min{t ",t”'}]donde ambos sectores invierten y otro infervalo

(max{l“,r’”},T] donde los sectores solo consumen con una tasa impositiva f3,.

Durante todo el horizonte del juego las variables de coestado satisfacen:

dy, dy, [i(KZ)

dy, dy, fIKZ)'

(h
y durante el intervalo (min{r e }._ma.x{t“' Na }] Lcon ' #1", tenemas:

d d
qu = & = constante (2)

dy, dy,
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esta constamnte es iguat a 2{1-8,)/ B, si min{z"‘ ,t'”}—_ {": en caso contrario,

toma el valor:

(- B Ba)
(1=BB +(1-BB>

Considerando las ecuaciones diferenciales de las variables de coestado so-

bre (mux{t tr=t, T] obtenemos:

Y (Y = UK 2B XT -1 <=1 (3
W, (= fUK. B (T-1") <=1 (4)

donde al menos una igualdad en (3) o en (4) se verifica. K y Z son valores
constantes de los capitales privado y publico en el intervalo que estamos analizan-

do, al inicio del cual la variable y , alcanza el volorﬁszf(f,f)(lr—t’) y la varia-

bleyr, satisface la relacion y, ("W, (1) =y, (tw (1),

Las trayectorias que determinan los equilibrios de Nash dependen de los valores
de las tasas de impuestos, pero fundamentalmente de f3,. Supondremos en pri-

mer lugar 2f3, > 1, para posteriormente analizar el caso complementario.  Si
t'=t", desde las relaciones (3) y (4), encontramos la rela-
cion f (K. Z)/ [}(K.Z)=f,/(1-B,) que caracteriza el equilibrio. Si 1* <",
la amplitud de (t"','['] se determina desde (3) que se satisface en igualdad, mien-

tras (4) lo hace en desigualdad estricta; entances, sélo en este equilibrio se verifica
fe(K. 2V f)(K,Zy> B,/ (1-B,)2 1. En el intervalo (t '”] donde el capital

publico permanece con un valor constante Z y los impuestos se determinan con

la tasa impositiva mds pequefia, pues V¥, se mantiene con un valor superior a lg

unidad en todo el intervalo, tendremos desde (2) y la ecuacion diferencial para

W

u—ﬁJ+ﬁ,g‘Efl o

fe(K.Z) _ f/(K.Z) +J"*’ (K, 7) /,(K’?) 1K
K f(K.Z) /(K'7)

g ©
B,+(1-B)) éﬁﬁ SR

=

1
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que permite encontrar una relacién entre K(1°),K v Z . El momento ¢* también

viene determinado en funcién de los valores anteriores, al integrar fa ecuacién
diferencial del capital privado en el intervalo:

J'n'? dK

O TT 7 A

y en él se satisface W ,(t") 2y, (t").

Si t" «<t', la amplitud de (I",Tl se determina desde (4) que se satisface
en igualdad, mientras (3) lo hace en desigualdad estricta. Desde el valor deys, en
1", tenemos para este equilibrio f{(K,Z)/ f/(K,Z)< B, /(1-B,)21. Enton-
ces, puede ocurrir que el ratio de las productividades de los capitales
fe(K,ZY/ f)(K,Z} sea mayor, menor o igual a la unidad, si la tasa de im-

puestos }, es superior a 1/2. En el intervalo (t'",["']donde el capital privado

permanece con el valor constante K vy los impuestos con la tasa impositiva mds
alta, al ser W, positiva, se verifica desde {2) y la ecuacién diferencial para W,

B, _ fi(K.2Z) vff /(K.Z) fi(K.2) , 6
z

20~ B,y 2f(K.Z) “u f(R.Z) f(K, Z)

También ahora es posible determinar la amplitud del intervalo (I"',t"'] integran-

do la ecuacién diferencial del capital publico:

z
Jzn"')f(K Z) =P

En el momento 1" el signo de:

fh ) ﬁz f_(]?sz)
zfzuc A 20—5) FKZ0my

"

VL) -y, (") =

no estd determinado si 8, >1/2, lo que condiciona la tasa impositiva de este

equilibrio en el subintervalo inicial. Si 8, =1/2, la diferencia anterior es positiva.

Si al plantear el modelo conocemos que 28, < 1, desde las relaciones (3)
y (4), que siguen siendo vdlidas, volvemos a encontrarnos con tres equilibrios. Las
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diterencias con respecto a los analizados anteriormente, provienen de que la rela-
cion B, /(1- B.) es menor que la unidad, lo que condiciona los valores de las
variables de coestado en los extremos de los intervalos y, por tanto, influird sobre
", se obtiene W, (1")< 1=y ('), con-
dicion diferente a la de la situacién anterior. Las diferencias con respecto al equili-

tas tosas de impuestos 6ptimas. Si t° =t

brio cuando ¢* <" son mds acusadas, pues al satisfacerse que las variables de

coestado W, y ¥, son menores que la unidad en ™, podria ocurrir que existiese

m

un momento de tiempo t' € (r",t ] tal que en el intervalo (t"',t’] los impuestos

dptimos fueran mantener 3, y en el intervalo (t "'] fuera optimo utilizar f3, . Si

V.M s, 1My <1, garantizado  si se satisface la relacién
1S fHZ.K)! FI(K,Z)<(1-B,)/B,, no hay cambio de impuestos sobre el

M

intervalo (I",t'”] manteniéndose f,. En particular, si ¥, (") =y, (1) se obtie-

ne ¥.(1") =y ,{f" )sin mds que observar (2). La expresion (5} es vdlida sin mds
que sustituir 8, por B,. En el caso de que W, supere a ¥, en (", el momento

t' existe y en él se satisface 1;13(1‘1): 1. Sobre este equilibrio se tiene ademas

F(K("Y,Z) = Zﬂzf(f,f) y la variable w, en t' alcanza el valor:

B: [fi(
]—ﬁ fa

(7

vt ; 2B [ JRDSKD

4
(K, o f(K,Z) f(K,Z)

" se verifica:

el

Sobre el intervalo (t"',r

-8,
28,

superando la variable ¥, a ¥, en t*. La amplitud de los intervalos se determina

; ki f(K,Z) f,(K.Z)
1— = — —
——(1—y, (t") L’ff')f(K,Z) KD dK , (8)

por las expresiones:

IE dK J-K(r’) dK

K ]m ﬁ o K(Mm:(]_ﬁz)u -

Por dltimo, si 1" <

, las diferencias en el equilibrio por maodificaciones del
valor de 8, no son destacob!es, aunque ahora, la diferencia ¥, (")} -y, (t") es

negativa.
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Durante el intervolo[(),min{t“,I’"}] la comparacién del ratio W, /y, con

la unidad determina la tasa impositiva. Si ¥, >, seleccionaremos fi,, si
¥, <y, tomaremos f3,. En particular, si i, =y, durante un intervalo finito de
tiempo en él se tiene que mantener f, = f, y la tasa impositiva sera:

vl ”

Pry=—=4 <2k g 3]

ri rs
kx Tz _szK

Para cada tasa de impuestos seleccionada, el sistema dindmico que forman las
ecuaciones diferenciales del capital pibiico y privade satisface  las condiciones de
existencia y unicidad (Coddington y Levinson, pp. 8) , por lo que conocidas sus
condiciones iniciales tendremas un Unica trayectoria durante un intervalo de am-

plitud min{r‘",t”’}. Estas relaciones junto con las obtenidas para cada equilibrio

permiten determinar los valores de los capitales desconocidos. En este intervalo,
los capitales satisfacen la relacién:

dz L 9)

dK 1-f8
entonces, si § = f§, el capital pablico crece mds que el privado ysi = f, > 1/2
ocurre al revés. Ambos presentan el mismo crecimiento si §=1/2 es admisible y
puede mantenerse sobre un intervalo finito de tiempo.

Sobre qué tasa impositiva seleccionar en este primer intervalo o si hay mo-
dificaciones de la tasa en él, en principic no puede asegurarse nada, depende de
la tecnologia, que influye por medio de las productividades marginales en la evo-
lucidn de las variables de coestado ¥, y ¥ ,. Sin embargo, sobre un subintervalo

final de |O,minit*,t" uede conocerse la tasa impositiva éptima, al tener en
p p p

cuenta el valor del ratio ¥, / ¥, en cada equilibric en el momento .--rzin{t",r”'}.

3.1. Andlisis sobre una tecnologia no lineal

Si la funcién de produccidn es conocida cabe la posibilidad de que se pue-
dan obtener las trayectorias que siguen los jugadores, al menos desde un punto de
vista cualitativo, durante el primer subintervalo del horizonte de planificacién. Con
este objetivo tomamos una tecnologia especifica, no lineal y que verifica las con-
diciones exigidas, como es una Cabb-Douglas:
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rod

FKZ)=KZ".

Estudiomos en primer lugar el caso t' =1t", entonces el horizonte tem-
poral esta dividido en dos intervalos que corresponden a decisiones simultdneas de
consumo e inversién para ambos jugadores. Subemos que cuando ambos consu-
men, la tasa de impuestos es la mds alta. La grdfica 1 recoge mediante las puntos

A, By C los valores de las variables de coestado W, y ¥, en #* en su plano de
fase cuando 2, es mayor, menor o igual a la unidad, respectivamente.

¥,

Grafica 1. Grafica 2.

Para determinar la tasa de impuestos en el intervalo [O,t" = I'"] analizamos el

comportamienta de la pendiente en el plano (¥, ,). Desde la expresidn {1)
tenemaos:
dlffz _ f!:(KsZ) — Z

= =—=h(1),
dy, f/(Z,K) K

con h{t'y=pf,/(1-0,). E! signo de #&'(¢)coincide con el signo de
PK ~{1-B)Z, luego es funcién de los valores de capital publico y privado y
de f}, determinado por el ratio ¥, /W, mayor, menor o igual a la unidad. En la
grdfica 2, se realiza la correspondencia de los puntos A, By C en el plano de fase

(Z,K) .

Cuando W ,(¢") >y ,(1"), para alcanzar el punto A hay que aplicar 3,
entonces, A'(1) <0 y y; crece, en tiempo reverse, con respecto @ ¥/, por tanto,
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la tasa de impuestos serd f3, en el intervalo [O,t‘] Este equilibrio estd caracteri-

zado por: {I1- B, (Z - Z,) = B (K — K,) desde la relacion (9) y
1
2K*?
V4

dK -
1 = (]' - ﬁl) I - 1
! 2 _ F2

K% Z,+ A (K-K,) (1-5,
1- 8,

por el valor de 1", Desde estas relaciones podemos encontrarZ y K en funcién

de Z,,K, y T. Para optimalidad se tendrd que verificar la caracteristica del equi-
librio (1-8,)Z = B,K . £l punto B puede obtenerse manteniendo i, o B, en
todo el intervalo [O,I“]. Si se selecciona B, para su optimalidad se necesita que

se verifiquen las mismas condiciones anteriormente expuestas sustituyendo 28,

Ky

por la unidad. La tasa f3,serd seleccionada si Z, = K, esto es, la pendiente de

los capitales permanece constante e igual a uno, sobre el intervalo inicial. La am-
plitud del intervalo terminal es de 4 u.t. La trayectoria que alcanza C donde

W, (t")y <y, (1") utiliza siempre la tasa f, permaneciendo constante lo pen-

diente A(t). Notemos que la derivada de la pendiente en ' es cero. Las relacio-
nes establecidas para el primer caso de esta seccién determinan la optimalidad de

este equilibrio, sin mds que sustituir 8, porf,.
Los equilibrios si t* < ™ , es decir, cuando el sector publico se anticipa

en el consumo respecto al sector privado, vienen condicionados por el valor
dey ,(t") mayor, igual 0 menor que la unidad si 23, realiza la misma compara-

= h(t"),

cién con ella. Si2f, > 1, desde la relacién (1) y volviendo a redefinir la pendien-
Z
=h(1"Y < —— =

te h(r), obtenemos:
Z
K K(t")

< m :L
1<y, (") - B, <
y durante todo el intervo!o[(),t"] se mantendrd la tasa B, por el comportamiento
de i(t), cuya derivada tiene signo negativo. Si 2, <1 podemos considerar tres
casos segin quely,(t™) supere, coincida o sea menor que, (™). La grdfica 3
recoge, en el plano de fase (Y., ), las tres alternativas denotdndolas por C*, C”
y C'”, respectivamente. Sobre la trayectoria C’ tenemos K < Z y existird un cam-
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X

bio de impuestos ent’ & (t' ,r"’] de B,a3,, que se mantendrd sobre[(),l.“']; sobre
C” conK =Z  se mantiene f3,sobre [O,I"'] y sobre la trayectoria C'"' donde

K > Z se obtiene un cambio de impuestos ent’ e [0,!"'] que pasa de fB,af8,. La

grafica 4 recoge las trayectorias en el plano (K,Z) correspondientes a las posibili-
dades C', C" y C',

Va
Grdfica 3. Grafica 4.

Desde las relaciones que se obtuvieron en la seccién anterior podemos es-
tablecer las condiciones de optimalidad para las trayectorias. Por ejemplo, para la

trayectoria C’ tenemos: K(t')= 4[322]? y, desde las relaciones (7) y (8) obtene-
mos K(t') en funcién de K yf; si ademads, tenemos en cuenta la amplitud del
intervalo T=t"+@" —t™+ =t +(T -1 y

(1-BXZ(1")-Z,)=B,(K(t")— K,) por el comportamiento de los capitales
en [O,I“'], podemos encontrarZ y K en funcién de Z,, K, y T . Ahora, sustituyendo

en(l- ,32)2 > B,K determinamos las condiciones de optimalidad del equilibrio.
Para el resto de las trayectorias se puede utilizar el mismo procedimiento.

Por dltimo, sit™ <t' nos volvemos a encontrar con tres posibilidades se-

gun los valores de2f3,. Consideramos solamente el caso de2f, mayor que la

unidad, pues analizado él, las otras dos posibilidades resultan inmediatas. El valor

L

de los capitales publicos en los momentost® v t" estdn relacionados por la expre-

5i6n (6), donde operando con la tecnologia se obtiene:
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P
L- 8, 1

¥,

‘Ban

Vs K
Grdfica 5. Grdfica 6.

Si volvemos a considerar la pendiente A(t) tenemos:

Za") w2
7 = h(t )<I?_h(t)<_m1—ﬁ2'

y sustituyendoZ(t") en la expresion que determing la  diferencia

v, (t")—y,(1"), encontramos que esta lltima diferencia puede expresarse co-
mo:

Z_2|,___8 +J1_ﬁz+ B |_Z B,

>0 >l

-8, (-8, K

K 3| 20-8,) " (1-6,)

En funcién de los valores que alcance dicha diferencia podemos determinar la tasa
de impuestos. Si es positiva, el signo deh’(1") =8 K—(1- B,)Z(t™) depende
del valor de Z(:") < K . La grdfica 6 recoge en los puntos A’, A’ y A"’ pasibles
valores deZ{t") y la grdfica 5 las correspondencias en el plano de fase

(¥ ;,¥,). Observamos que las trayectorias que contienen a A" y A"’ presentan

un cambio de impuestos ent’ € [O,t"'} def8, af3,. Sila diferencia es nula, tam-

biénZ(t") < Ky volvemos a tener las mismas opciones que en el caso anterior y
que denotamos, sobre las grdficas, por B’, B” y B'’. Notemos que la pendiente

decrece para alcanzar B’ y 8, se mantiene sobre todo el intervalo inicial; crece

<YL ™) la

para aleanzar B y B'” manteniéndose f8,. Sin embargo, siy, ("
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pendiente crece al verificarse Z(t") < (B, / (1 - ﬁz))f, situacién compartida con
el caso2f, < 1. Lo tasa de impuestos §, se mantiene.

Para determinar las condiciones de optimalidad seleccionamos |a trayectoria que
contiene al punto A’ con un cambio de impuestos en el primer intervalo. Esta

trayectoria se caracteriza por las desigualdades: Z >a K, (1-B,)Z(t")< B,K .

Designamos por t'el momento en el que la trayectoria aleanza la rectay, =y,
poryw (1) = By, (1) +(1- B)w, () y operando sobre las ecuaciones diferencia-

les que las variables de coestadoyf, yy/, satisfacen sobre el En‘rervolo(tl,l‘m]

tenemaos:
LT B, JiKZ(K)  fi(KZEK), e
' y o ke (1-8)) f(KZ(K)  f(K,Z(K))
donde w(t™)Y=Bw (") +(1-B w, (™) y

Z(Ky=Z(t")Y+(B,/(1- B )NK—K). Estas dos tltimas expresiones permiten
determinar K(t' Yy Z(t') en funcién de K yZ . La amplitud del intervalo puede
obtenerse desde el comportamiento del capital privado:

jf’f dK

i lf mo_ G
o FR.Z(K) (1-8)t" -t"),

que también determinat’

JK(r’) JdK

————={1-8,)1t',
Lo fK.Z(K)) p

donde, en la Gltima expresion Z(K)=Z(t")+ (B, / (1- B,)ONK — K(t')), vdlida
para K,,Z, . Todas lus relaciones obtenidas, junto con la ecuacién de los tiempos,

nos permiten, aplicadas sobre la caracteristica especifica del equilibrio, obtener el
objetivo propuesto.

3.2.- La tecnologia lineal.

Nos ocupamaos en esta seccion de los equilibrios de Nash cuando la tec-
nologia es una funcién lineal del capital privado y publico:

f(K,Z)=aK +bZ, a>0b>0.
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Los resultados y caracteristicas de los equilibrios, en este caso, se simplifican y

aparecen propiedades nuevas ligadas a la estructura del planteamiento del mo-
delo (Yeung, (1994) pp. 166 y (1995) pp. 323).

Los tres equilibrios de la seccidn tercera surgen.al comparar el ratio pro-
ductividad marginal del capital privado-productividad marginal del capital pablico,
que ahora es una constante, con respecto a la funcién B, /(1—f,). Desde la

expresion (1), las trayectorias en el plano de fase (¥, ,) son rectas pasando por

el origen y con pendiente el ratio de las productividades, por ello, puede determi-
narse fdcilmente la tasa de impuestos éptima en cada uno de los intervalos de que
constan los equilibrios encontrdndose algunas caracteristicas comunes en ellos.
Asi, si el ratio entre las productividades marginales es mayor o igual a la unidad,

existe un momento t’ € (0,7) de modo que en el intervalo [O,t'] se utiliza lg tasa
impositiva 8, y sobre (t' ,T] la tasa B, . Si el ratio es la unidad sobre el intervalo

[O,II] se utiliza cualquier B(r) €[B,.B,] mientras que en el intervalo final siem-

pre se utiliza fB,. Si el ratio es inferior a la unidad, la tasa de impuestos no varia
en todo el horizonte temporal, siempre se mantiene ﬁz .

El equilibrio si a(1-f8,)=bB, desde (3) y (4), se caracteriza porque los

momentos ¢’ y t™ coinciden y satisfacen: " =T —(1/bf,). Los consumos 6pti-
mos de los jugadores son:

akK +bZ aK +bZ
Jpp =——, PU =—b_'

[4)
donde el ratio de las productividades es el que determina quién obtiene un mayor

consumo; K y Z son los valores constantes de los capitales sobre el intervalo final

t*,T], donde sblo se consume y verifican:
¥

. _ ((a(lfﬁhbmﬂ";#)
aK +bZ = (aK, +bZ,)e Gl

1
— — a(T-—}
con B=f, si 2B,>1, B=P, si 2B, <1y aK +bZ = (aK, +bPZ)e % s
2f, =1, debido al crecimiento exponencial de la produccién en el intervalo ini-
cial.
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Si la relacion es a{l—f3,) > bf,, los momentos de consumo e inversién

para el sector plblico y privado no coinciden y se satisface 1’ <t™, donde el mo-
mento 1" es determinado por la relacién (" =T - (1/a(l- 3,)). En este equili-

brio podemos encontrar cuatro formas distintas de aplicar los impuestos, (grdfica
7}, que influye en el crecimiento de la produccidn cuandeo sélo invierte el sector
privado, pues en esa situacion capital privado y produccién crecen al mismo tanto.

Si 28,21 y a>b hay un cambio de impuestos de 8, a8, en (™. Desde (5)

podemos encontrar la amplitud del intervalo (I"',t’”] :

B,
(.] - 182) — e—ull—ﬁ](fmﬂ"'l

4]
ﬁ+(1—ﬁ)-hr

B+(1-pB)

: (10)

con f=f,.5 a<b, la expresién (10) sigue siendo vdlida con = B, . Los con-
sumos privado y publico 6ptimos son;
7= aK +bZ ;oL ﬁ
PR a ’ Pl - ﬁ

B, aK +bZ

ToplE KO T

donde K y Z son los valores constantes de los capitales sobre el intervalo (t " T],

que verifican: aK +bZ = (aK, +bZ,)e"" Frpfrieel=fXe" 1 Giemnre con f§ = B,
si2fB,21y B=p, si a<h, en cuyo caso consume mds el sector privado que el
publico. Si los parametros satisfacen 28, <1 y a > b, el cambio de impuestos
def3, aff, se produce en ¢! e(r"',t'”), ahora desde las relaciones (7) y (8) en-

contramos las amplitudes de los intervalos:

ﬁl +(] _ﬁ|)‘;1:e”“ -ﬂ\){r’-r"), zﬁz — e—utl—ﬁg](r"‘—ﬂ),
h
y los consumos Gptimos de los jugadores satisfacen las expresiones:
aK +bZ i B, B, aK+hZ
Jpp=———. J, | K(t"y - K(r K-Ki'y|+— ,
= 1—13,[() ()]l_ﬁ[ (1] .

fnged — ' _ [ all=f5, ar_, !
con ak + b7 = (HK +bZ )e(u(l/ﬂthﬁ.)r +a (=B 0t rra(=fi,0" =) . Ahora, la produc-
cion en el intervalo donde el sector publico consume crece a dos diferentes tantos
igual que el capital privado.
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Si a(l-f,)<bf,, el momento " es interior a {* determinado por la
relacion (' =T —(1/hf,). En este equilibrio cuando hay cambic de impuestos,

éstos se producen siempre en el momento t". La grdfica 8 recoge, sobre el plano
de fase (y,,y,), las distintas posibilidades. Para determinar la amplitud del in-

tervalo (t’”,r"], donde el capital privado permanece constante y el capital piblico

y la produccién lo hacen al tanto bf3,, basta considerar la ecuacién diferencial
que la variabley, satisface en él, donde la tasa de impuestos es f,. Operando,
obtenemos:

a(l - ﬁz) +bﬁ3 = a0
2a(1-8,) ‘

En este equilibrio, los consumos que con los controles éptimos obtienen los juga-
dores pueden expresarse:

(11)

L- 8,15 I~ B, aK +bZ K +bZ
g, =12p [Z -zum)|+ Poak+bz —, _aK+bZ
B. B, h b
siendo aK +hZ = ((IKO +bZO)€(““7'BHbﬁ”m*bﬁwu.‘._rm)' con ﬁ = ﬁl si axh,

B=p,sia<h.

B

A,

Vs
Grafico 7. Grdfica 8.
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Los controles dptimos que utilizan los jugadores en el equilibrio de Nash
analizado en esta seccién, dependen de forma exclusiva del tiempo. Por ello, si
nos planteamos encontrar el mismo equilibrio a partir del momento 1 € (0, T] y
con unas condiciones iniciales sobre los capitales publico y privade (K(?),Z(t)),
se obtendria la misma regla de control en el subjuego; de ahi que los controles

4ptimos encontrados tienen la caracteristica de ser consistentes fuertes en el tiem-

po y el equilibrio de ser perfecto en los subjuegos (Basar y Olsder, pp. 257 y 327 ).
4.- Estrategias de amenaza.

Para construir una estrategia de amenaza creible por los jugadores, nece-
sitamos una estrategia de Nash con consistencia fuerte y una estrategia mds efi-
ciente que ella (Mehlmann, pp. 69, Seierstad, pp. 879). La estrategia de amenaza,
que supone cierto grado de cooperacién entre los jugadores, sigue el principio
siguiente por parte de cualquier jugador: “sigo la estrategia mds eficiente, pero en
el momento en que tu dejes de seguirla, vuelvo a la estrategia de Nash”. La es-
trategia de amenaza es cuestionada por seguir la mdxima del “punto y final”; sin

embargo, tiene la ventaja de ser también un equilibrio perfecto en los subjuegos.

Nos ocupamos ahora de construir, desde la estrategia de Nash de la sec-
cién anterior, otra estrategia mds eficiente. Supongamos, en primer lugar, que se

verifica a(l—f3,) =bf,. En este caso, los consumos de los jugadores con la es-

trategia de Nash pueden expresarse:
JVee =(1= B, ak, +bZ)g(t), TV = B,(aK, +bZ;)g(1"),

a2t ]—,U[x))-{-bﬁ(x)!dx

1

donde la funcién g(r) viene definida:  g{t) =(T - !)eL’

con 0< 1t <T. Definimos, ahora, una estrategia para los jugadores con ung es-

tructura andloga a la de Nash, del modo siguiente: ambos invierten en [O,r'] y
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consumen en (IK,T] donde el sector piblice mantiene la tasa ;. La amplitud
del Gltimo intervalo es igual o 1/2bf, st 28,>1, tlasi 28,=1 vy
Va(1-B)+bB,) si 23, < 1. Los impuestos sobre el intervolo[(‘),t*] son B, si

28, =1, Bye[B,.B.]si 2B, =1y B, si 2B, <. Estas estrategias propor-

cionan un consumo a los jugadores durante el horizonte de:
JEp = (1= B, 0aK, +bZ)g(t)),  J%pe = B.(aK, +bZ) gl

superior al de Nash al alcanzar la funcidon g(f) un mdxime en los valores
t anteriormente considerados, segun los correspondientes valores de 23, , mayor,

menor o igual a la unidad y verificarse t* <" < T.

Si cualquier jugador amenaza con no sequir la eficiente a partir de ¢*,
para que el proceso tenga sentido el momento t* tiene que pertenecer al inter-

valo (¢",1") . Los consumos de los jugadores serian:
J e = (1- B,)(ak, +bzﬂ)g(tﬂ), e = B,(ak, +bzo)g(f’1)1

superiores a los consumos por Nash pero inferiores a los de la eficiente, debido al

comportamiento de la funcidén g(z) .

Si a(1-B,)>bp,, el equilibric de Nash mantiene la tasa de impuestos

B, durante todo el horizonte si a <b ysi a =b, mantiene f, salvo en el inter-
valo [O,t"] que el sector publico utiliza f(r) €8, ﬁz] Si consideramos una es-

trategio con las mismas caracteristicas que la de Nash encontrarmos que si fijamos
1", el consumo privado durante el horizonte crece con t' mientras que el con-
sumo publico alconza un mdaximo en él. Este resultado, junto con la expresién de

los consumaos de los jugadores en el equilibrio de Nash:
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o _1=B,

=208, (1+ )(aK(r Y+BZ(Y, TV =é(aK(t"’)+bZ(r"’)),

con y=(a(l-B,)/(bB.)>1, nos permiten construir una estrategia mds efi-
ciente que la de Nash. Para ello obligamaos a los dos sectores a que simultdnea-
mente inviertan hasta el momento ¢t >1t", con T—t" = V(a(l-B,)+bf3,). vy

consuman hasta el final del horizonte. Si a4 < b el sector piblico deberd mantener,

durante el horizonte, las mismas tasas de impuestos que en Nash, ysi ¢ =h de-
berd mantener (1) E[ﬁ,,ﬁz] en [O,t‘] y B, en (I*,T]. Teniendo en cuenta la

expresion (10), los consumos de los jugadores con esta estrategia pueden expre-

sarse:

JE = %—[%(l . _\:)} @K Y +bZ(Y). T py = i[f;—(l + y)} "(aK(1*)+bZ(1")),

y para demostrar que la estrategia asi construida es mds eficiente que la de Nash
basta probar que se satisface e(1+ y)>2"" al comparar los funcionales de los
p q . P

jugadores en las dos estrategias. La relacién anterior se verifica en igualdad para

r,2<r <3, lo que condiciona la eficiencia de la estrategia construida al intervalo
(@ /(rb+a),al(a+b))de variacién de §,. Suponienda que 3, es elegido apro-
piadamente, una estrategia de amenaza no mejora, con respecto a la eficiente, los

consumos de los sectores. En efecto, la amenaza sélo puede tener sentido si se

- R * - » v k] s
realiza en t* € [r‘ ,r”’)u[r”',t ] Si nos situamos en el primer intervalo sélo con-

seguimos desplazar el momento 1" respecto a la de Nash empeorando el consumo
del sector publico. El consume del sector privado mejora a medida que ¢’ tiende a

", pero no llega a alcanzar al consumo de la eficiente. Si hos situamos en el Gl-

timo intervalo, los jugadores siguen estrategias donde simultdneamente invierten vy
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consumen, por lo que los consumos durante el horizonte dependen de la funcién

g(1), definida anteriormente, que alcanza un mdximo en ¢ .

Si los pardmetros satistfacen a(l—f,)<bB, vy a <b, las estrategias de
Nash son andlogas a las del case anterior en cuanto a la agplicacion de los im-
puestos. Asi, si las productividades de los capitales son iguales, se mantiene una
tasa variable hasta que comienza a consumir un sector, en este caso el sector pri-
vado, para después aplicar la tasa mds alta, ysi a <b, la tasa , se mantiene
durante todo el horizonte. Los consumos de los jugadores en la estrategia de Nash

pueden expresarse:

|+

2; (@K™ +bZ("™)),

T o =K (") B2, I e =
o

con z=hf,/a(l-f,)>1. Una estrategia con una estructura como la de Nash

satisface que el consumo publico, respecto a variaciones de t" crece y el privado
alcanza su optimo en él. Estas caracteristicas similares a las del caso anterior-
mente analizado, nos permiten considerar una estrategia mds eficiente que la de
Nash igual a la anterior; ahora los consumos de los jugadores serdn, teniendo en

cuenta la expresion (11):

JE g =-21—E(1 +z)}3(aK('r'")+bZ(r’")), JE pu =*—3~%~me

ad (1_[32)

y para demostrar lu eficiencia, basta saber si se satisface la relacién e(l +z) > 27
. La igualdad se verifica para r,2 < r <3, que condiciona la eficiencia de la es-

trategia al intervalo de variacién de fB.: (a/(b+a),ra/(ra +b)). Sila seleccidon
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es adecuada las amenazas tampoco mejoran los consumos de los jugadores, si-

guiendo un razonamiento andlogo al del caso anterior.

Existen dos equilibrios de Nash distintos si la relacién entre los pardmetros
es a(1-f3,)>bf, con a>b, dependiendode si 28,210 28, <1. En el pri-
mer caso la tasa de impuestos 3, se mantiene hasta el momento t™y en el se-
gundo hasta t' € (t’,1"). Si analizamos los consumos de los jugadores para una
estrategia como la de Nash, cuando 288, > |, encontramos que fijado 1* el con-
sumo privado alcanza un méaximo en ¢ definido por la relacidn
T-t =1/a(l-f8)) y el sector pablico alcanza un mdximo en ¢t verificando

T-t" =(8,-B)/a(l-B))B,, por tanto, t" <t” <t . Si consideramos una

estrategia de modo que en el intervalo [0,1“] ambos sectores inviertan con tasa de
impuestos 3, en el intervalo (I"',r*]se siga manteniendo la tasa f3, e invierta el

. rl . » 03 * s &
sector privado y consuma el publico, y durante el intervalo final (t ,l] ambos con-
suman con tasa de impuestos f,; tendremos una estrategia mds eficiente que la

de Nash, pues simplemente se estd trasladando, con respecto a ellg, el punto " @
* . -y Ry 7 v r *
I manteniendo fijo el momento t*. Las amenazas, que sélo tienen sentido si se

m

realizan durante el intervalo (t™,f"), tampoco proporcionan estrategias mds efi-

cientes que la construida.

Cuando 28, <1, volviendo a considerar una estructura come la de Nash,

obtenemos que si los momentos ™ y t' estdn fijos, el consumo del sector publico
y privado crecen si lo hace el momento t*. Este resultado nos permite considerar

. . ¥ !
una nueva estrategia consistente en trasladar el momento?’ o t'; de este modo,
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el instante de cambio de impuestos y donde el sector piblico pasa de invertir a

consumir coinciden. La estrategia asi definida es mejor que la de Nash y la ame-
naza que sélo tiene sentido si se produce en (¢',1'} tampoco mejora el valor de

los funcionales de los jugadores.

Supongamos por Ultimo que a < (b,bf, /(1—f,)), sabemos entonces
que la estrategia de Nash tiene tres subintervalos y un cambio en la tasa de im-
puestos de f,a B, en 1" <t'. Si analizamos el comportamiento de los consu-
mos de los dos sectores, en una estrategia semejante a la de Nash, encontramos
que fijado ¢*, el consumo publico crece con t” y el privado alcanza un mdximo

* 0] '. ./
en un punto t definido por la relacién:

et =0) a(l_ﬁl)+bﬁl
Aa(l=-B,)+b(B, - B,)

y por tanto ™ <t’ < t'. Entonces, podemos definir una nueva estrategia de la

forma siguiente: que en [O,t‘1 el sector publico utilice una tasa 8, ¥ que ambos
sectores inviertan, scbre (r',r"'] que consuma sdlo el sector privado con una tasa
de impuestos f3, y sobre(t"',T] gue consuman ambos sectores con una tasa de

impuestos f3,. Esta estrategia supone un desplazamiento del momento ™ de
Nosh o ¢ ¥ por tanto, se incrementan los consumos de los dos jugadores. La
amenaza sélo puede tener sentido si se lleva a cabo en 1* € (+™,17) que mejora

el consumo del sector privado y del publico respecto a la de Nash, pero no con

respecto a la eficiente construida.
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5.- Conclusiones.

En el andlisis de la solucién no cooperativa de Nash en el juego planteado
entre el sector publico y el sector privado, se obtiene un primer resultado por el
que, si el horizonte de planificacion es suficiente, al principio del juego ambos
sectores invierten y al final del mismo también los dos sectores consumen. Esta
caracteristica habitual en modelos donde los jugadores pueden invertir o consumir
(ver Seierstad y Sydsaeter), en nuestro modelo es independiente de la tecnologia.
El tratamiento de los impuestos no es general en otros plcqteomientos ¥y en este
r—nodelo, los impuestos recogen un cierto “poder” del sector puiblico sobre el priva-
do, pues el primero mediante ellos tiene la posibilidad de detraer participacion del
producto al sector privado, limitando sus posibilidades de consumo instantdneas.
La estrategia de impuestos por parte del sector piblico, en términos generales, es
funcién de la tecnologia, sin embargo, independientemente de la tecnologia que
se considere existe una politica comun. Es el caso del intervdlo donde los dos sec-
tores consumen o si existe la posibilidad de un intervalo donde sélo el sector priva-
do consume o sélo lo hace el sector publico. En el primer caso la tasa impositiva
es la mds alta, en el segundo la mas baja y en el Gltimo caso puede haber cambio
de impuestos desde la tasa menor a la tasa mayor. Utilizar la tasa de impuestos
mds alta puede incluso repartir el producto en partes iguales, aplicar la tasa menor

beneficia lo disponibilidad del sector privado.

La tecnologia y el horizonte de planificacién son decisivos en el equilibrio.
Tienen influencia en la amplitud de los intervalos donde los sectores, juntos o se-
parados, consumen o invierten; en la politica de impuestos del sector publico, en
el crecimiento del producto, funcién de las productividades marginales y de los
impuestos. La influencia de las condiciones iniciales de los capitales piblico y pri-
vado en su evolucién durante el desarrollo del juego, también es funcién de la

tecnologia y del horizonte temporal. En la tecnologia lineal, las trayectorias de los
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capitales dependen fundamentalmente de la duracién del juego, mientras que en
lo tecnologia Cobb-Douglas las condiciones iniciales si tienen influencia en las

decisiones que durante el juego toman los dos sectores.

Las propiedades que presenta el equilibrio con la tecnologia lineal permiten
analizar si los dos sectores podrian llegar a un cierto acuerdo para mejorar sus
consumos. Las estrategias que se ofrecen suponen un esfuerzo de inversién supe-
rior al propuesto por las estrategias de Nash, aunque las politicas de impuestos no
difieren substancialmente. El proceso, por tanto, conducird a un rmayor creci-

miento.

El trabajo deja numerosas vias abiertas, desde el andlisis de soluciones no
cooperativas de Stackelberg a posiciones cooperativas entre los dos sectores, con-
siderando tecnologias cdncavas o convexas o incluso permitiendo sustituciones

entre los sectores.
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