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RESUMEN

En este trabajo se presenta una metodologia basado en la utilizacion de lo teoria de lo representa-
¢ién racional de series v, en congreto, en la oproximacion de Padé, Esta técnica permite la coracteriza-
cién de métodos computacionamente sencillos con los que abordar algunas cuestiones relativas o lo
modelizacién dindmica de series temporales doblemente infinitas; esto es, series no causales en los que @
la infermacion muestral disponible se incorporan las onficipaciones o expectativas que proporciona lo
Teorla Econémica o la propia evidencia empirica sobre el comportamiento de determinadas variables.

En concreto, el método de fa tobla T v del e-afgoritmo generalizada, a partir de cuyas propiedades se
obtienen respectivamente la generalizocion del método corner ddsicoe v del e-algoritmo en la literatura
econométrica, constituyen dos propuestas de caracterizacion especiulmente Otiles en la identificacion de
los 6rdenes polinomiales que intervienen en una formulacién det modelfo de Funcidn de Transferencio
con expectativas. llustramos la operatividad de ambos métodos en este tipo de especificacion dindmica,
presentando los resultados obtenidos a través de la realizacion de un ejercicio de simulacion.
Palabras-clave: Modelo de Funcién de Transferencia, aproximacion de Padé, series

formales de Laurent, tabla T, e-algoritmo generalizado.

ABSTRACT

In this paper we put forward a methodology based on the theory to represent series in a rational form
and more specifically, the Padé approximation. This tool permits the characterisation of simple computa-
tional methods which allow us to study some aspects about dynamic modelisation of doubly infinite se-
ries : non causal series where the expectations provided by Economic Theory or the empiricol evidence
are incorporated into available sample data.

In particular, the T table method from which we obtain the generalisation of the corner method and
the generalised e-algorithm from whose properties we achieve the generalisation of the g-algorithm in the
econometric literature, are considered to be two useful proposals for the identification of the polynomial
orders which are involved in a Transfer Function model with expectations.

Cur main proposal in this poper is, therefore, to present these two methods und try to illustrate their
applicability in such a model, through the results obtained from o simulated exercise.
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INDICE

78 Estudios de Economia Aplicada

KEY-WORDS: Transfer-Function Model, Padé approximation, Laurent formal series,
T table, generalised e-algorithm.,

CLASIFICACION AMS: 41, 62, 65, 90

1. Introduccién

El interés y la preocupacién existentes en los Ultimos afos por profundizar en la
consideracion de la tecria de la representacién racional de series en la modelizacién
econométrica’ han tenido como resuttado el desarrollo y utilizacién de diversas técni-
cas y procedimientos en la modelizacién de series temporales, especialmente en el
contexto de los modelos ARMA univariantes y multivariantes.

En este sentido, la utilizacién de una técnica relevante en el dmbito del Andlisis
Numérico y, en concreto, en el campo de la aproximacion racional, esto es, la apro-
ximacion de Padé (AP) debida a Padé (1892} -un tipo especial de aproximacion ra-
cional para la estimacion del valor de una funcién en un punto-, se ha mostrado de
especial utilidad no sélo en el estudio del comportamiento asintético de ciertas series
numéricas sino que al mismo tiempo ha contribuido a enriquecer y estimular de for-
ma importante el estudio de la identificacién dindmica entre variables.

En particular, esta herramienta y sus propiedades gozan de especial relevancia en
el dmbito de la formulacién de modelos racionales en términos causales, esto es,
modelos que recogen la informacién muestral historica disponible para las variables
que se consideran y en los que se asume que la evolucién futura de una variable
reproduce los esquemas de comportamiento pasados. En este contexto, la utilidad de
esta técnica se pone de manifiesto en tanto que, por un lado, en base a la utilizacion
de técnicas computacionalmente adecuadas asi comao a la teoria de palinomios orto-
gonales, permite la caracterizacidon de métodos de identificacién, sencillos a nivel
computacional, con los que abordar la especificacién del componente determinista
en ciertos modelos de series temporales tal y como se recoge, por ejemplo, en Gil
(1995) y, por otro lado, sin previo conocimiento de la estructura del ruido, proporcio-
na estimaciones si bien preliminares de los pardmetros del modelo que, sin embargo,
justifican su utilizacién como valores iniciales consistentes y fiables para la obtencidn
de un modelo definitivo mediante la utilizacién de otro tipo de métodos iterativos de
estimacién, generalmente no lineales.

Algunos de estos procedimientos de caracterizacidn dindmica que tienen su so-
porte metodoldgico en la AP permiten abordar la especificacién de una clase parti-
cular de modelos VARMA, esto es, el modelo de Funcién de Transferencia {FT) debi-
do a Box y Jenkins (1976). Este tipo de formulacién constituye una de las representa-
ciones dindmicas mas frecuentes en los distintos dmbitos no sélo de la Economia sino
también de otras Ciencias Sociales como la Geografia e incluso en aquéllas de ca-
racter experimental como la Ingenieria o la Fisica, para la representacion en el con-
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texto input-output de sistemas estocdsticos dindmicos por medio de expresiones ra-
cionales polindmicas.

En concreto, el método de la tabla C, que puede encontrarse en Baker (1975) -a
partir de cuyas propiedades se obtiene el denominado método corner*- y el &-
algoritmo® debido a Wynn {1958) son, entre otros, algunos de los métodos vincu-
tados con la AP hasta ahora propuestos en la identificacién de un modelo FT ¢lg-
sico.

No obstante, si bien este tipo de formulaciones dindmicas constituye un marco de
andlisis idéneo para el estudio de estos métodos de identificacién, su consideracion -
sin abandeonar el andlisis de series temporales- a través de lo que seria el estableci-
miento de modelos no causales, que incorporan el conocimiento que en forma de
expectativas "ex ante" o "ex post" aporta la Teoria Econdmica o, en su caso, la propia
evidencia empirica sobre las variables del modelo, ofrece un marco tedrico mds am-
plic y en principio mds adecuado para abordar el estudio de las relaciones entre va-
riables temporales desde una perspectiva mds general acorde con la realidad evoluti-
va existente.

En efecto, con este nuevo planteamiento de las relaciones dindmicas se conjugan
y articulan los instrumentos bdsicos del andlisis de series temporales con el estable-
cimiento de modelos no causales, consiguiéndose abordar el estudio de lo identifica-
cién racional de modelos de series temporales desde un contexto mds general y que
desde el punto de vista empirico se muestra capaz de superar las limitaciones que a
menudo, en términos predictivos, conlleva la formulacidn de modelos causales.

Lo propuesta metodoldgica que subyace y sustenta esta concepcion mds am-
plia de las relaciones dindmicas, a través de una consideracion evolutiva no ne-
cesariamente causal de las variables involucradas, se basa en la generalizaciéon
que hace Bultheel (1987) del concepto de AP al estudio de series formales de
Laurent.

Esta nueva via que se presenta proporciona una base metodolégica que permite
caracterizar nuevos procedimientos con los que abordar algunas cuestiones relativas
a la identificacion dindmica en un marco mdas amplio, a través de una formulacién
unica que de forma simultdnea consigue aproximar las dos direcciones en el tiempo
de una serie formal de Laurent, a la vez que recoge el caso cldsico como un caso
particular cuando se omite el papel de las expectativas.

Ademds, esta propuesta introduce en el andlisis de series temporales y, en parti-
cular, en el andlisis del modelo FT una nueva perspectiva en la medida en que no
sélo posibilita la consideracién de una formulacién dindmica mdas amplia en su espe-
cificacién a través de la generalizacidn de los supuestos tradicionales contenidos en
ella, sino también la extensidn de los procedimientos habituales de identificacién
hasta ahora propuestos en este tipo de modelos.

Taly como se muestra en este trabajo, el método de la tabla T, cuyas propiedades
caracterizan la generalizaciéon del método corner cldsico y el e-algoritmo generalizado
constituyen dos propuestas que resultan de especial utilidad para abordar lo especifi-
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cacion de la parte determinista, en particular, la identificacién de los drdenes poling-
miales en un modelo FT con expectativas.

Una vez realizadas algunas consideraciones generales sobre la metodologia a
utilizar, el presente trabajo se estructura como sigue: A continuacién presentarmas las
propiedades bdsicas y caracteristicas mds relevantes de la AP en relacién con el estu-
dio de series formales de Laurent. En el apartado 3 presentamos de forma suscinta el
modelo FT con expectativas y los métodos propuestos para su identificacién. Dedi-
camos el apartado 4 a la exposicién y andlisis de los resultados obtenidos mediante
un ejercicio de simulacién. Finalizamos el presente trabajo con las conclusiones mds
relevantes asi como con algunas consideraciones finales y cuestiones abiertas.

2. Representacién de una serie formal de Laurent mediante una funcién racional
de érdenes finitos

La generalizacién de la técnica de los AP para series formales de potencias,
que puede encontrarse en Baker y Graves Morris (1996), al estudio de series for-
males de Laurent, también llamadas series doblemente infinitas, viene dada de

acuerdo con la siguiente definicién, que es consecuencia de la que se propone en
Bultheel (1987):

Definicién de AP a series formales de Laurent (Gil, 1995).-
Dados H,Ke Z y N,UeN, el AP a la serie formal de Laurent

F(z)=_ E‘,cizi (c,.ze )

|=—t

A, (7
(H,X) }E e (7) donde

(~=N, U Q—-N.U(Z)

K ) 0 YR ‘
AH.K(Z):ZajZI » Q N‘U(Z)ZQ—N(Z)QU(Z)=(ZQiZIJ[Zin]] (M
i=-N

i=H 1=}

se define como la funcion racional [

K .
tal que existe una serie formal Py (z) = Y pz (K= 0,£1,£2,...) para la cual se

| et

verifica que:
F(2)Qu(2) =P (2) =0, (z5"Y") y P (2)Q_y (2) — Ay (1) = O_(z7 N Ty (2

donde denotamos por O,, O. el orden de aproximacién alcanzade en potencias de

zy de 7' respectivamente.
A ‘ -H
En tal caso, M es el AP {E] (2) ¥ L(?) el AP [—:| (z ).
Quiz) Ulr Q_n(2) N P
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Observar que esta definicién se da en forma linealizada ya que el desarrollo

Apk(Z)

—N,U(Z)

en serie de potencias crecientes de no estd bien definido.

A partir de la definicion de los determinantes de Toeplitz’ dados por

. (H.K)
Tf‘g(ci) = det[(CHk_j)f_j:l], se concluye en Gil (1995) que el AP [(—N,U)L es-

tard bien definido si y sélo si Ty (¢} # 0y T (&) # 0.

(H,K)
(_N,U)

En efecto, la construccién del AP [ ] tiene lugor a trovés de los si-
F

guientes pasos:

ZK: .
p;z
Pp(z) = (Bultheel, 1987)

T Quz &
qQ;Z
2

K
a) En primer lugor, se construye el AP l:w:\ =
F

U

ala serie F(z) = ¢’ taf que F(2)Qy (7) ~ By (2) = 0, (25" "").

En tal caso, el AP [%} estard bien definido siy sdlo si Ty ;(¢c;) # 0.
r

-H

a_z™
-H G Aux(2) izZ_K

b} En segundo lugar, se construye el AP N (z )= = ala

P

Q_y(2) iq .
i=0

serie PK(Z) = Ep_iz_i tal que PK(Z)Q_N(Z) _AH,K(Z) — OA(Z_('N_HH)).
-K

En tal caso, el AP [%i‘ (z™') estard bien definido si y sélo si Ty  (p;) = 0.

Py
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Caracterizacién tabular de una funcién racional de érdenes finitos: la tabla Ty
el e-algoritmo generalizado

La disposicién tabular de los determinantes de Toeplitz T, (c;) permite obtener

una matriz infinita de doble entrada T = (T, )g=0"“‘°iw,que denominamos tabla T,

[S—
y que constituye una generalizacién de la tabla C dada en Baker y Graves-Morris
(1996) para el caso cldsico, puesto que ahora se considera la posibilidad de que ¢
#0 si i<0°. La principal caracteristica de esta tabla en la que T, (c;) representa el
(f,g)-ésimo elemento, viene dada, en el caso de que alguno de sus elementos sea
nulo, por una estructura de bloques singulares, esto es, bloques formados por
elementos nulos, de tamano finito y/o infinito que permiten representar, en su ca-
so, la serie de Laurent F(z) a través de un modelo racional de érdenes finitos.

En efecto, la serie formal de Laurent F(z)= Zcizi admite una representacién

j=—cc

K .
Yaz
racional de la forma: F(z) = N i=H' 5 (3)
(1+Xqz7)(1+ )2]q;2‘)
i=l i=

si y sélo si se verifican las siguientes condiciones:

TH.N (Ci) F 0, TK.U(Ci) * O,
Tm(e)=0 VIKHAM>N; T, y(c;)=0 VI>KAM>U
en cuyo caso, la tabla T asociada a la serie F(z) presenta una estructura de blo-

ques infinitos, singulares, en las esquinas superior e inferior derechaq, tal y como se
muestra a continuacion:

M| 0 1 wa o NE] U U+l

H-2 1 x X
H-1 1 X X

H x X X X X X

K+1 X
K+2 1 X X X

IiNDICE
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Este método para la determinaciéon de modelos racionales en series doble-
mente infinitas constituye precisamente la generalizacion del método corner clasi-
co, propuesto en la literatura econométrica para la identificacién de modelos AR-
MA y de modelos FT.

La utilizacién de otros métodos alternativos a la tabla T, también basados en
la AP, resulta de especial interés en este contexto. En concreto, la generalizacién
del e-algoritmo a partir de los resultados obtenidos para el caso cldsico® asi como
de la relacién existente entre los determinantes de Toeplitz asociados a la sucesion

(c)=(c)ez y los valores E: dados por:

Vk,ne Z g, (c)=¢e"(c)+ ' (c)=0, €c)=c, (4)

E:+] (Ci ) _5: (Ci) '

permite obtener para la serie F(z) una representacién racional como la que se re-
coge en (3) si y sélo si se verifican las siguientes condiciones

eXV(e) #0, elN(e)=0;

ely(c)=0 Vj>K-U; ely(c;)=0 Vj<H-N

Estas propiedades -que no constituyen mds que la generalizacién del e-
algoritmo para el caso cldsico- proporcionan una caracterizacion tabular que de-
nominamos tabla-¢ generalizada para los elementos correspondientes a las co-
lumnas pares, con una estructura de bloques andloga a la que presenta la tabla T:

Col 0 2(N-1) 2N 2(U-1) 22U
Fil
H-2 1 X X X
H-1 1 X X X
H 1 X X X
K 1 £ X X x
K+1 x
K+2 1 X % X
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3.- El modelo FT con expectativas: formulacién y métodos de identificacién

La formalizacién de un modelo FT con expectativas donde z, = (y,,x,) repre-

senta un proceso bivariante estacionario con y, unidimensional y x, de dimensién
k, se recoge en la expresién'

zzv +zzvx +N,; N—wa'a~N(Ocz) (5)
S5 ij |t— Sis it+j L7 ¢'p(L) tr 9y »

En este tipo de modelos se supone que el comportamiento de la variable output
y. viene explicado por dos componentes: uno sistemdtico, descrito a través de una o
mds variables inputs x; y x, (que recoge los valores estimados, que pueden seguir o
no la misma distribucién que x,’) y otro no sistemdtico que puede admitir cualquier
tipo de estructura ARMA univariante.

Asi mismo, se parte a priori de la existencia de una relacién dindmica de causali-
dad unidireccional x,’, "= y;, dada por la combinacién de los efectos contempord-
neos y desplazados de las variables inputs (incluyendo ahora la presencia de valores
esperados recogidos por x, ) mds un componente aleatorio sobre y,.

Considerando que L' (x,)=x,; VjeZ, sin pérdida de generalidad podemos obte-
ner, en el caso mds simple de una variable input, una representacién mds compacta
de (5) dada por:

2 vLJx +N, (6)

"——c-c
oo

donde Xx._;= x:mj si j20, x,_; = X:ij si j<0 y v(L)= Zijj representa la

=

Funcién de Respuesta al Impulso (FRI), esto es, la serie completa de pesos evalua-
dos en todo Z .

Siguiendo las pautas que propone la metodologia de AP en relacién con el
estudio de series doblemente infinitas, su aplicacién a la identificacién de un mo-
delo FT con expectativas a través de las dos propuestas de caracterizacién dindmi-
ca estudiadas en el apartado anterior, esto es, la tabla T y el e-algoritmo generali-
zado, vendria dada en los siguientes términos:

1) Obtencién de las estimaciones de los pesos v jdela FRI v(L).

Bajo el supuesto de estabilidad para las raices del polinomio del denominador,
calculamos las estimaciones V; aproximando las estructuras de retardos y adelantos

a través de un nimero finito de términos (<0 y n>0), esto es,

= va N;

=m
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Estas estimaciones que aproximan las dos direcciones en el tiempo de la FRI
pueden ser obtenidas generalizando la propuesta de estimacién dada en Lii (1985)
para el caso cldsico, en el que la FRI representa la serie de pesos o ponderaciones
evaluadas en N .

En efecto, en Lii (1985) la obtencién de los pesos estimados mediante MCNL
(minimos cuadrados no lineales) pasa por la consideracion de que:

¥, - v, > N(0,6})
siendo 0‘? (j=0x1,%2,...,.£S) la varianza para un valor de S fijo.
De forma mds general, son también aplicables las propiedades dadas en el caso

cldsico sobre la distribucién asintética de la sucesion {{: = ¥ j}, esto es,
{o,-v;} = Nm@.v;,)
siendo V,, la covarianza entre ffj y V.

2) Construccién de las tablas T y del e-algoritmo estimadas y .determinacién de los
érdenes polinomiales en funcién de los elementos significativamente nulos de las
mismas.

Una vez obtenidas las ponderaciones de la FRI, definiendo:

\%

=max|vj| ¥ A= nE(T‘j.)jeZ

Jomax
j.max

evaluamos los determinantes de Toeplitz T; , (M;) para la sucesién de pesos relati-
vos estimados (1) ., de los valores de los retardos y adelantos sobre el mdximo

valor, asi como el esquema iterativo del €-algoritmo dado en (4) para los diferentes
valores de k y n.
En consecuencia, la obtencién de una representacién Unica de orden finito

para v(L)= zijj que aproxime simultdneamente las dos direcciones en el
ol

tiempo y posibilite la estimacién, a través de un ndmero finito de observaciones

viene dada por las siguientes condiciones equivalentes:

ihw-,Li ibW,Li
a) \-’(L) - i=p+a _ i=p+a

(1+ ia_iL"’)(l + iBiLi) isju

j=—d
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b) Ts+b,r(ﬁj);t0 l;’]:‘[J+a,d(‘izlj);EO r
T,,(N)=0 Vf<p+a,g>d a Vf>s+b,g>r

s+b-r

€ (M)#0, €,(R)=0, Vj>s+b-r
< -+ ) ] .
Eg;n_d(nj‘)io, Eid(nj)=0, Vj<p+a—d

En esta representacién racional’ para v(L), Woiasss (L) y 84, (L) son polinomios
de Laurent de grados (p+a,s+b) y (-d,r) en L. La posibilidad, en este caso, de un
adelanto o retraso en la respuesta de ¥: ante variaciones en x, viene recogida en la
especificacion de W, , .., (L), esto es,

Worasrn (L) = Wp I bwp (P w2+ wi Lo+ 4w, I (pose Z)

con a<0y b>0. Ademds,
0_g, (L) =8_ 4L +8_y, L™+, 48, L' +81° (d,reN)

Suponemos que W,,q.. (L) y 84, (L) no poseen factores comunes y que las
raices del polinomio caracteristico 84, (L) son en médulo mayores que la unidad,
con lo cual se garantiza la estabilidad del modelo.

Atendiendo a la estructura de la tabla T, esta caracterizacién racional para
v(L) se traduce en la presencia de una franja central de elementos nulos en torno a
f=0 que determina los valores de a y b asi como por la presencia de dos bloques
singulares de tamafo infinito, en las esquinas superior e inferior derechas de la
tabla. Estos dos bloques determinardn los valores de p, d y s, r respectivamente,
siendo (s+b+1,r+1) el denominado breaking-point (Lii, 1985) para el caso cldsico
y (p+a-1,d+1) el andlogo en el otro bloque infinito que caracteriza la serie do-
blemente infinita. ' ;

Esta propuesta para abordar la identificacion del modelo FT con expectativas
constituye la generalizacién del método comer propuesto por Liu y Hanssens (1982)
para la identificacién de un modelo FT cldsico. En concreto, construidos los determi-

nantes Tf!g(ﬁi) se obtiene una representacién racional generalizada del tipo “ca-

racterizacion corner” para la FRI v(L) de érdenes (p,s,d,r,q,b) si y sélo si se verifi-
can las siguientes condiciones:

T, (M) #0, f b+, TorseM) #0, 221 T, (7)) 20, f <p+a; T,.. () #0, g>d
T, (M) =0, f2b+s+1, g>rAaf<p+a-1, g>d+1



IiNDICE

Modelizacién racional de series temporales no causales: algunas propuestas. . 87

Asi, para valores de M y M’ enteros mayores que max {r+1,d+1} y b+s+1
respectivamente y M menor que p+a-1, podemos construir la tabla T para la

sucesi_én(ﬁj) que recoge esquemdticamente los érdenes del modelo en estudio.

llustramos el caso d<r, con el convencimiento de que para d=ry d>r se obtienen
andlogas representaciones:

MU

p+a-1 Tosatin X

p+a T

p+0,0

s+b Ts+b,r-1

s+b+1 s Vgt

X

Ml

“0" representa significativamente nulo

En tal caso, la FRI v(L) que aproxima las dos direcciones en el tiempo tendrd una

.y . wp+a s+b(L) . r - g o
representacion racional —=—="—"——— , expresién que coincide inicialmente con el
8—d,r(L)
+a,s+b = ) N ,
AP Q_(d—)l de mdximo grado a la serie v(L) = zij’ de acuerdo con
—~d,r o=
; et

las definiciones dadas en (1) y (2).

wp+a. s+h (L)
: 8—d. r (L)
siendo “a” el adelanto y “b” el retardo en la repuesta de y, ante variaciones en x, .

Si ademds T;, (ﬁj) =0 Va<f<bVg, se tiene que v(L)=
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Asimismo, las propiedades sobre la distribucién asintética de las estimaciones
I; ;(n;) enla tabla T son las dadas en Lii (1985) para los elementos de la deno-
minada tabla C en el caso cldsico.

Este método constituye no sélo una extensién de la propuesta cldsica inicial
para la identificacién de modelos causales sino incluso, dentro del dmbito de los
modelos no causales, se presenta como una alternativa a la utilizacién de la de-
nominada aproximacién de Padé-Laurent® debida a Bultheel (1987), propuesta
ésta que permite aproximar las dos direcciones de una serie doblemente infinita a
través de la representacién racional de dos funciones analiticas en cero e infinito,
respectivamente.

Por su parte, la caracterizacién racional obtenida para v(L) de érdenes
(p,s,r.d,a,b) se traduce en términos del g-algoritmo generalizado en una tabla-g”
de la forma:

Col 0 . 2(d-1) 2d . 2(r-1) 2
Fil
+a-1 p+a-1 p+a—d
pra e0 E2(cl—1} - :
+ pt+a o pta-d+l p+a—-d
e EO E'2[(!—]} Ezd
a
a+1
b-1
b
s+b
s+b+1

en la que los valores del adelanto “a” y del retardo “b” en la respuesta del output
ante variaciones del input vendrdn indicados por el hecho de que:
ﬁj =0, j=a+1,.,b-1
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Precisamente, esta propuesta constituye la generalizacion del g-algoritmo pro-
puesto por Gonzalez y Cano (1990a,b) y Gonzdlez et al. (1993, 1995a) para la
identificacion de un modelo FT cldsico.

3) Estimacion preliminar de los parémetros del modelo
Una vez que han sido identificados los érdenes polinomiales correspondientes se

y . +a,s+b L.
realiza la estimacion de los parametros en el AP [%} . Con tal propdsite,
J— ’r
v
en primer lugar, una vez representada la serie v({L} mediante un modelo racicnal
P (L . . .
de la forma T”’( ) se estiman sus pardmetros como sigue:
.
. p;L p,L . .
P +h (L) —oa —on ~ p -~ q
‘ = = pi= i 4=
Po Yo

- L r o r L
Qr( ) quLl ]+quLl
0 1
Las distribuciones asintdticas para las estimaciones p,, {, de los pardmetros en

s+ b

el AP]:
r

jl verifican las mismas propiedades que se senalan en Lii (1985) para el

AP cldsico.

s+h

El siguiente paso consiste en representar de forma racional la serie ZﬁjL' .

g

Para ello y teniendo en cuenta que la serie puede ser expresada come una serie for-

mal de potencias:

s+

2151]-‘] = Ls+hi}5—l+s+hL | :LHhiﬁiLii
- t 0

el proceso a seqguir seria el mismo que el dado para el caso cldsico, obteniéndose

\Avp-*-n. s+b (L) - . . .
finalmente el modelo .-~ Estas estimaciones obtenidas para los pard-
8—d. T (L}
i .
a5+ b) . .
metros en el AP L%} constituyen valores iniciales fiables para la ob-
(=d.r

tencion de un modelo definitive mediante la utilizacidn de métodos iterativos mds
eficientes, una vez se incorpora al modelo la identificacion de la parte aleatorio.
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4. Resultados y conclusiones

Con el objetivo de ilustrar los métodos de identificacion propuestos, presentamos
los resultados de la simulacién realizada para una formulacién del modelo FT con
a=-2, b=1, p=-1,s=1, r=1, d=-1. Para un tamafo muestral de 114 observaciones,
considerando que x', y x"; sigan o no la misma distribucién, se realizaron 200 replica-
ciones del siguiente modelo:

(wal?+ W.zL'2 +wiL+wsL?)
&_ L' +8,+85,L

yt: X[+E[

donde, en ambos casos, £~N(0,4) y las estimaciones de los pesos de la FRI se obtie-
nen ajustando y, en funcién de x,; para j= +10, +9, ..., -9, -10.
Caso i) En este primer caso, x', y x ', siguen la misma distribucién con
(T-uoL)x=a,, uy=0,5, a, ~ N(0,1).

Tomando w; =1,25; w, =0,5; w, =0,25; w, =1; 8, =-1; §, = -0,1; §, =0,3,
los resultados que se obtienen tanto para las tablas T como para las tablas-¢ per-
miten concluir que:

En cuanto a los valores de a y b, éstos se recogen de forma correcta en un ele-
vado nimero de tablas, si bien manifiesta una cierta infravaloracién el pardmetro q,
cuyos valores se sitGian en el rango {-1,-2} y una cierta sobrevaloracién el pardmetro
b, cuyo rango se sitia en be {1,2}. Los valores s y p de la estructura dindmica se
sitan en el rango se {1,2} y p € {-1,-2}; por su parte, los valores correctos para ry d
se recogen en porcentajes muy altos. Las tablas T y tabla-e de medias de la FRI re-
producen correctamente el modelo simulado:

TABLAT

0 2 4 5 6 7
-6 1.00 '
-5 1.00
-4 1.00
-3 1.00

-2 | 1.00 -1.00 1.01 -1.07 1.013 -1.00 1.00
1.00 -37 -15 07 -23 -5 .56
1.00 -29 05 03 .09 -44 .23
1.00 -09 -07 -05 -09 -3] .09
1.00 -28 .01 -14
1.00 -74 53 -39
1.00 -03 -18 @ &
1.00 -25 .06 | -00
1.00 .01 -02

[
—

U bl WN — O
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TABLA=<
4 6 8 10 12 14 16
-10
-9
-8 -.033
-7 -. 004 012
-6 -016 .006 013
-5 013 -.011 -.004 -035
-4 .021 -.004 .009 .005 .058
-3 .093 -.041 020 -.027 0106 042
-2 -472  -.371 332 -363 -.325 -307 -.291
-1 647 -.291 348 -.345 -289 1632 -317
0 - 148  -55] -344 -349 -193 -299 -343
1 -.284  -264 -325 -402 -376 =372 -1.902
2 -.266  -280 -306 -372 -371 -.376 496
3 -310  -293 -371 -372  -.393
4 024 -053 -037 -017
5 .002 -.041 -.132
6 -035 -030
7 119
8 - "
9 -038 -.033
10 -.036

Caso ii) En este caso, X, y X, siguen distribuciones diferentes con

(1-0,5L)x", =a; ~ N(0,1) y (1-0,75L)x", = a," ~ N(0,2)
Los resultados que se obtienen sobre los valores de la estructura dindmica en las
tablas T y tablas-g permiten hacer comentarios andlogos a los del caso anterior. Las
tablas de medias que se obtienen reproducen nuevamente el modelo correcto:

Tabla T

1 ;

2 1.00 -26
3 1.00 -78
4 1.00 -03
5

6

1.00 -21
1.00 .03
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Tabla-¢
8 10 12 14 16 18
-.002
-.002 .009

-003 .020 -.030

-031  .061 -.001 -.020

-319 -334 -280 -313 -257

-330 -322 -299 -290 -257 -257

0 -304 -141 -252 -314 -336 .135
1 -289 -245 -182 -328 -307 1.82
2 -272 -305 -301 -388 -383

3 -264 -301 -304 -383

4 -065 -090 .025

5 - 103 -.071

6 -022

7

8

9

0

p—

En definitiva, los resultados obtenidos ponen de manifiesto la operatividad de
ambos métodos de caracterizacién racional como alternativas vdlidas en el proceso
de identificacién dindmica asi como la posibilidad de extender los conceptos bdsicos
al caso de modelos multivariantes. Ademds, permiten corroborar, de forma andloga
a como se recoge en Gonzdlez et al. (1993) para el caso cldsico, la superioridad por
su sencillez computacional del e-algoritmo generalizado -en el que el cdlculo opera-
cional se reduce a considerar sumas y cocientes- sobre el método de la tabla T o
método corner generalizado que, sin embargo, requiere en la préctica del cdlculo de
determinantes de matrices de orden cada vez mayor.

Por su parte, el estudio estadistico de la significacién relativa de los elementos
asociados a las tablas en ambos métodos, como elemento indispensable para ase-
gurar la adecuacién de la especificacién dindmica elegida, puede llevarse a cabo tal
y como se indica en Lii (1985).

Es importante resaltar que la propuesta metodoldgica aqui expuesta se sitlia en
el campo de la matemdtica aplicada al andlisis de series temporales y, por tanto, su
alcance va més alld del contexto de los modelos de FT. Sin embargo, la ventaja de la
presentacion realizada se centra en que establece los cimientos para la construccion
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de otros métodos alternativos a los aqui estudiados. Ademas, permite contemplar el
caso clasico como caso particular de dicha propuesta cuando no se introducen las
expectativas en el modelo.

En cuanto a posibles lineas de investigacion futura, una cuestion que desde el
punto de vista tebrico se presenta directamente vinculada con este estudio es la
generalizacién del marco dindmico de referencia, esto es, del modelo FT para la
inclusion de multiples inputs/outputs y a modelos VARMA en general, asi como |a
generalizacién de los procedimientos de identificacion dindmica hasta ahora des-
critos para el caso escalar.

Por otra parte, a nivel empirico, nuestro interés por aplicar la metodologia
propuesta al estudio de datos reales, que permitan verificar la bondad de los de-
sarrollos tedricos expuestos, nos ha llevado a realizar algunas experiencias en esta
direccién'®. En particular, las caracteristicas de esta metodologia la hacen espe-
cialmente adecuada para abaordar, por un lado, la modelizacién de relaciones di-
ndmicas entre variables sujetas a comportamientos estructuralmente diferentes en
el tiempo y, por otro lado, para realizar andlisis de sensibilidad que, mediante la
incorporacion de expectativas formuladas de modo “ex ante”, permitan contrastar
la validez y efectividad de diferentes especificaciones dindmicas y con ello lograr la
determinacion de un modelo dptimo.

Es por ello que resulta necesario seguir extendiendo las aplicaciones de la
metodologia propuesta al estudio de datos reales en aquellas dreas donde la for-
macién de expectativas sobre el comportamiento de ciertas variables resulta rele-
vante en la toma de decisiones intertemporales de los agentes econdmicos como
es el caso, entre otros, de los mercados agricolas y financieros.

Notas

1. Véase, entre otros, Beguin et al. {1980}, Lii {1985), Tico y Tsay {198%), Cloverie et ol {1990),
Berlinet y Francg (1994).

2. Este método fue propuesto por Liu v Hanssens {1982} para la identificacién de un modela FT
clasico a partir del trabajo de Beguin et al. (1980) para la identificacion de modelos ARMA,

3. Este método iterativo ha sido propuesto por Berlinet (1984a,b) para la identificacion de modelos
ARMA univariantes y multivariantes, estudiado por Gonzdlez y Cano {1990q,b) para la determinocion
de un modelo FT clasico y extendido al caso, también cldsico, de miultiples inputs por Gonzdlez et al.
(1993, 1995q).

4. Véase Gantmuacher (1974), Boker (1975) y Bultheel (1987).

5. Lo relacién entre los elementos C,,, (c) de la tabla C, v los de to tabla T viene dada por la expre-
sién:

Cy () = (-DMMURT (e

6. Ver Brezinski {1980) para mds detalles sobre este procedimiento y su obtencion a partir de lo
denominada regla de la cruz entre cinco AP adyacentes.
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7. Obsérvese que dicha representocién es equivalente a:

Wq+p+a, q+s+b ( L) X
6q—d, q+r ( L)
donde, en particular, para q=d se obtiene un modelo en el que no comparecen valores futuros del
autput:
Wp+£.l, s+h ( L) WP'H,'H‘{J, s+b+d [- L)
¥y X, + Ny = X +N
d_g, (L) 8p, rea (L)

Yo =

L + L

t

8. Véase Gonzdlez y Gil {1993} para un estudio de esta variante y de sus aplicaciones en el contexta
de modelos FT.

9. El estudic de ‘o significacién de los elementos en 1o tobla-¢ se Yevo a cabo de Ya forma presentada
en Berlinet y Francg (1994) para modelos ARMA y en Gonzélez et al. {(1995a) para modelos FT en el
caso cldsico.

10. Véase Gonzdlez et al. {1995b) y Gil et al. (1996).
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APENDICE

LA APROXIMACION DE PADE (AP) A UNA SERIE FORMAL DE LAURENT

* Definicién 1 (Bultheel, 1987).-

Sea F(z)= zciz‘ la serie formal de Laurent asociada a la sucesién doblemente

infinita {ci}:, se denoming AP [ﬁ} (Je Z,Me N) para F{z} a la funcién racional
F
Py (7}

Qu(z)
dados por:

donde Pz} es una serie formal de Laurent y Q,{z} un polinomio clasico

Al il
P,(-;.):Zpiz* (J=0, £1, £2, .., QM(L):Zqizi (M=0, 1, 2,...)
- 0

tales que verifican la condicién:

F(2)Qu(2) — Py (7) = O, ("™ (A1)

J
La formulacién linealizada del AP [H} a la serie F(z) dada en (A.1) permite obte-
I:
ner lgs siguientes ecuaciones de Padé:

M
kgocj_qu =1 (= e =My LT L TEMD

{p}- —e < j2]
0 J<jsl+M

que determinan los coeficientes del denominador q(k=0,...,M) y del numerador
plk=...,J-1,)) del AP; los coeficientes r, para j=J+M+1J+M+2,... estan dados

por la expresidn:

M
ECJ_qu =t; j=J+M+L J+M+2,
k=0

En concreto, el conjunto de ecuaciones descrito por:

M
ch e =p, = o I-2 -1
- k=0
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permite determinar los coeficientes de la serie P(z) una vez calculados los de
Qulz), que a su vez, tomando q,=1 como condicién de normalizacidn, serdn solu-

cién del sistema dado por:

M
ch_jqu—ck k=J+1, .., J+M
i1

* Teorema 1 (Bultheel, 1987).- Sea
C¢ e Cpag
Tegled=] . - =dcl[(cf+k_j)§_‘i=]]
cf—g+l Cf

1]
el AP [—J existe y estard Unicamente determinado si y sélo si Ty \y(c,) = 0.
M '

* Definicion 2 (Bultheel, 1987).- Denominamos tablo T a la matriz infinita
T= ('I'Lg)'*":&'L . que representamos por:

f=— L

Tr2,0 T-z, | T-z,z T_2,3
T-i,O T-l,] T-1,2 T-1,3
Too Tou Toa Toa

donde Tf,o(Cz)z 1, Tiyle)=c.

* Teorema 2 (Bultheel, 1987).- Los elementos nulos en la tabla T= (1}, ) para una

o

serie formal de Laurent F(z)=2clxi forman bloques cuadrados bordeados por

elementos no nulos.
La formalizacion de esta estructura de bloques en la tabla T se recoge de forma

mas completa en el siguiente teorema:
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* Teorema 3 (Bultheel, 1987).- Sea F(z} una serie formal de Laurert ne nula tal
-

que F(z)= ZCizi (KK pueden ser infinito). Sea ${z)=(B(z),Q(z),P(z),R(z)} la so-

i=K*
fucién reducida y tnica -por la condicién de normalizacion elegida para Q(z) - del

conjunto de ecuaciones dado por:

P,(z)= 3, términogradoi de (F(z)Qy, (2))

_HZM término gradoide (F(z)Q,,(z))=0
i=1+1 ) (AQ)
R, (z}= X término gradoide (F(z)Q,, (z))
i=]+i
max{J.M) R
B, u(z)= 2. términogrado i de (Z(z)Q,(z))
i=min (0 J+M+1)

] N .
con Z(z) = 5% +2Ci2' para algin valor de M20y K* < T< K™,
i=l

Sea Q(z)= Zq z', P(z)= Zp, , R(z) = Z '. Definiendo h= K- K se tiene que:
K+U+1
a} h=0.

b) S(z)=(B(z),Q(z),P(z),R(2)) es solucién reducida del conjunto de ecuaciones (A.2)
si y 50lo si
K<J<K y USM<£U+h (A.3)
c) V(J,M) que satisfaga la expresién (A.3), S; v (7)=(B) y(2), Qu(2), P, (2}, R (7)) s
una solucion de (A.2) si y sélo si 8 y(z) = 2 D(2)8(z) con
Xy = max{0,(J - K)+ (M—-U)—h} si K> —os

= max{[0,(J -~ K)+ (M= U)} si K<eo
y D(z} es un polinomio no nulo de grado mdximo dade por
8 =M- rang(){fm,j]ij;:“‘

M
d} A partir de la definicién de los determinantes de Toeplitz 1)  (¢;) =det[cj+k_j]k -
J=

las propiedades que verifica la tabla T asociada a la solucidn reducida del sistema
serdn:
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320, K<J<K

Temic )20, U<M<U+h si K> -oo
Teu(€)#0 USM<U+th si Koo

T) a1 (€020 KSJISK si h<os

T, wic)=0 K<J<K y U<M<U+h

Estas propiedades se traducen en la aparicidén en la tabla T de una estructura de

bloques de tamario h formados por elementos nulos.

Este teorema no es sino la generalizacién del teorema dado en Baker {1975} para

la caracterizacién de la estructura de blogues en una serie formal de potencias,

esto es, F(7)= Zqz‘. Asi, teniendo en cuenta que este resultado puede ser ge-
i0

oa K™
neralizado a los casos en que F(z) = Zcizi (K" >-m) 0 Faz)= Zcizi (K~ <) (con
K* o

o | .
la transformacion z — —), la estructura de blogues que se describe en lo tabla T es
z

en realidad la descrita en Baker excepto para las filas anteriores a K y posteriores

a K7, respectivamente.

Los valores K,K,U y h estdn relacionados con la solucién Unica y reducida del
sisterma (A.2) con lo cual, para una serie F{z) dada dependen sélo de los valores
y M. Teniendo en cuenta que cualquier determinante T, \y(c;) no nulo sdlo puede
existir en la regién K¥ € J< K~ y M20, entonces podemos definir:

K = i J<K?

Uy =0 siJ<K'o J>K” =K si J> K
=U cn otro caso =K en otro caso

i = oo siJ<Ktols>K" Kiy =K' -1 si I<K'
=h en Otro cuso =co si I>K~

=K cn Oiro caso
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La aparicion en la tabla T de una estructura de blogues de tamano infinito, esto
es, hi)) = e vendrd dada si y sélo si Kjy =— o K{ij' ===. Ademds, podemos definir

R =K +h si I2K y K =K}, -h{y si T<K.

Si se generalizan las propiedades dadas en este teorema 3 para los determinantes
Ty m{c;) asociados a la solucién reducida del sistema de ecuaciones (A.2) para

todo valor de h, se establece una condicién andloga a la dada en el caso cldsico

para representar la serie de Laurent F(z) mediante un modelo racional.

* Teorema 4 (Gil, 1995).- Dada la serie formal de Laurent F(z), las tres condicio-

nes siguientes son equivalentes:

K

Zpﬂ-i
1) Fzy=—F— K=04132,...,U=012,...

i

I+2qi'{,
i)

) I
m[ﬁJF =K VIzK vMzU {A.4)

3) Ty plc) 20, Ty y(c)=0 VI>K, YM>U

K
Dado que la serie formal de Laurent P, (z)= Zpiz’ puede ser considerada una

i=—co

serie formal de potencias en 2™ y converge en el exterior de un circulo centrado en
el origen, partiendo de la teoria del caso cldsico podemos dar el siguiente resulta-

do:
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* Teorema 5 (Gil, 1995).- La serie formal de Laurent
Py(z) = 2[34_:5"l (K=02122,...), considerada como una serie de potencias en 7™,
-K

tendrd una representacion racional de la forma:

-H .
R e
Z
Py (7) = — e = =K
QfN(’)) =
Z%Z
0
si y solo si los AP [%} =Px(z) VISH(-Iz~-H). M=N con Ty y(p;)#0 o, equi-

Py

valentemente, T; ,(p;)=0 ¥JI<H (-J>-H), M>N.

A partir de las propiedades que verifican los determinantes T, ,(c;) en la tabla T

asociada a F(z) resulta posible determinar las condiciones dadas en el teorema

anterior a fin de obtener una representacién de orden finito para la serie Py (7).

En este sentido, el resultado que a continuacién se muestra resulta fundamental
para la caracterizacién de una serie de Laurent g través de un modelo racional de

ordenes finitos.

* Teorema 6 (Gil, 1995).- La serie Py (z) admite una representacién racional de la

A
forma Py (z)= k()

K
——=s5iysdlosi Ty yic;)=0 VI<H, (-] >-H), M>N.
Qnim Y e
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Demostracién: ¥<"

Desde (A.1) se tiene que:

M
PJ=ZCJ-ka (J=-e . K)
k=0
p;=0, j>K
Por tanto,
Pi T ProMa
Tmpid=| S
Prem-1 " Pr
CyHC g teimidm 0 Crlama T saMeG M
Cram—1t 01 QM -+ C mdm
cy Cpagt - Cpmadm 0 Coomet oMM
= I - aea ; +
Crem-1 Cremat HCyaqy - Cyt+tey yqm
Cy CiaqFtCimadm o Syt T MG m
+q;| : T : +
Crm2 Mot Qo ¢yt Hemim
Cr-M  Cjorm HCj—Am " Cropn ey oMM
o] ' :
Ciot Crem—pttey oy Cpt e mlm

El desarrollo recursivo de estos M+ 1 determinantes de tamafo M permite obterer,
a través de un proceso iterativo, una suma de {M+ 1) determinantes cuyas M

columnas forman parte de la matriz A dada por:

€ ) vt Ciomer Spm UJ—2M+I)
A= . . . . i

LCJJrMI Crim-2 " Cr Crap o CJMJ
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Asi pues, en el caso en que:

<) o CpoMet €32 T Cm
Timle)=| fo s Tamle) = :
Clem-1 "™ Cr Ciem-z 7 Cjg
Ci1-m 7 CloaMa+
Tyommlei)= :
€1 1 €M

son nulos, cualquier determinante cuyas M columnas forrhen parte de la matriz A
serd nulo debido a que el rango de A es menor que M. Observar que cada colum-
na de la matriz A es combinacién lineal de las M-1 ¢olumnas anteriores a ella. Por
tanto, podemos concluir que:

Si Tjm(e;)=0 VI<H, YM>N entonces T, (p;)=0 VI<H, ¥YM>N vy por el teo-

rema anterior Py (z) tiene la estructura indicada.

it i

=

QH.K((;)), aplicando (A.4) para F(z)= 3 ¢ ;2 se deduce que:
-N

T]_M(Ci)=0 VJ‘(H, YM>N,

Si Pg(z)=

* Corolario.-

Ty m(e)=0 VIi<H Twip)=0 ¥YI<H
=
VM>N VM >N

A partir de las definiciones de AP para una serie formal de potencias {Baker y Gra-
ves-Morris, vol [, 1981) y de su extension al estudio de series formales de Laurent

(Bultheel, 1987) podemos dar la siguiente definicion:
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* Definicion 3 (Gil, 1995).- Dados H,Ke Z y N,Ue N el AP a la serie formal de

& [ (1,8 |
Laurent F(z)= chll (¢c;,ze C), se domina AP { (A, )J a la funcién racional
j=—co (_N,U) E
A
.k (2) donde
Q_nuiz)

) 1
Anx(@)= Dz QN,U<z>=Q_N<z>QU<z)=[Zqiz‘IZqizi]
i—N i_Q

i=H

K
tal que existe una serie formal Py(z) = Zpiz‘ (K=0x£14£2,...) para la cual se verifi-
[

ca que:

F(z)QU(z)—PK(Z)=0+(ZK+U+I) y PK(Z)Q_N(Z)—AH'K(Z}=0_(27(N7H”)}
-H]

Anx(2) [ S~
N es el AP N JF;K(/, ).

es decir,

Py (2) FE]
e es el API_U F(z) y

* Teorema 7 (Gil, 1995).- Sea
Ty ¢ (1) = det|Crae)E ]

(H.K)
(_N9U)

] estard bien definido siy sélo si Ty 4 (c;)# 0y Tk £y =0,
F

el AP[

Partiendo de los Teoremas 4 y 5, una caracterizacién racional de érdenes finitos

para F(z) se da en el siguiente resultado:

)

* Teorema 8 (Gil, 1995).- Dada la serie formal de Laurent Kz = Z(;izj las tres

—

condiciones siguientes son equivalentes:

Zaizi

~H

N i ] U
(I+Zq_iz“' )(1+quz’)
i=1 i=i

a) Fz)=

{h,k) :
b) [—] =Fz), Vh<H,Vanz2N,vk2 K, YuzU
(=n,u) I
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C)TH'N(Cj);’-'O, TK.U(CI)iO; TJ,M(C‘:}=O Yi<HAM > N; TJ!M(CJ-)=O VI>KAM>U

Una segunda alternativa para la identificacién de modelos racionales se obtiene a
través del e-algoritmo, un algoritmo recursivo, relacionado con la teoria de Padé y

definido como sigue:
* Formulacién del e-algoritmo {Brezinski, 1980).-

o |kl y .
Sea €, :[——J (z) para un valor fijo de z. Partiendo de la regla de la cruz entre

F
cinco AP adyacentes! y definiendo los elementos ¢3,,, de manera adecuada, po-

demos relacionar los nimeros £ mediante el siguiente procedimiento iterativo:

1

n+i n ?
kK TE

Ykne Z g, =i+

* Definicién 4 (Brezinski, 1980)}.- Denominamos tabla £ a la matriz infinita forma-

da por los elementos ¢, , que representamos por:

En
A 1
£, E,
a -1
£q £,
1 {
) £,
1 3]
En E,
2 I
£ £

ra

en la cual el indice inferior de cada elemento representa la columna que ése ocu-

pa vy el superior denota la diagonal.

1Ver Brezinski {1980, caps. 2 y 3) para una demostracidn dirccta de la regla de la cruz a través de la leoria
de polinomios ortogonales.
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Notese que el algoritmo iterativo que define este procedimiento relaciona los cua-

tro elementos situados en los vértices de un rombo, esto es,

de tal forma que la tabla-g puede ser determinada de arriba hacia abajo y de iz-

quierda a derecha.

En concreto, la generalizacién del E—algoritmoz, a través dela transformacién de

Shanks entre los nimeros ¢! y los determinantes de Toeplitz asociados a la suce-
kY p

sién (¢} =(¢,),., bajo las condiciones iniciales:

E‘,L:O y £3=c“ Vne 7

permite obtener la siguiente caracterizacion racionat para la serie de Laurent F(z).

* Teorema 9 (Gil, 1995).- Dada la serie formal de Laurent F(z) las siguientes con-

diciones son equivalentes:
K
i
2312

1) Fz)= =M

N &
(l+2q7iz_j)(1+2qu])
=1 i=1

eV =0, eyic)=0 ¥j>K-U

el N =0, eln(e)p=0 Vj<H-N

Lyer Wynn (1956), Brezinski y Redivo Zaglia (1991),
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