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RESUMEN

Una hipétesis basica de los métodos de conjunto activo es la independencia lineat del conjunto de
traboje. Sin embarge, si el conjunto de trabajo contiene restricciones insatisfechas introduce ¢l riesge de
que la restriccidn alcanzada en una iteracién sea dependiente del conjunto de trabajo, a diferencia de lo
que ocurre en tos métodos primal-factibles. En este trabajo, se consideran el problema de la deteccign v
tratamiento de la dependencia del conjunto de trabajo, la deteccién de la infactibilidad del programa v
la actualizacion de la direccién de busqueda ante la adicion de una restriccién al conjunto de trabajo en
presencia de restricciones insatistechas en éste
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ABSTRACT

Linear independence of the warking set is a basic assumption in active set methods, However, the
working set <an include violated restrictions in a single phase method. This fact can cause a restriction
added to the working set being linearly dependent of the working set. In this work, it is considered the
detection and resolution of linear dependence in the working set, the infeasibility of the quadratic
programming problem detection and the search direction updating after a restriction odition in presence
of violated restrictions in the working set.
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1. Introduccién

En este trabajo consideraremos el problema de la dependencia lineal del conjunto
de trabajo en el método de conjunto activo que controla la inercia para lg solucién
del programa cuadrdtico con restricciones de desigualdad (PCD):

minimizar g{x)=c' x+1x Bx

&R
sujetoa: Ax 2 b (1)

siendo B una matriz simétrica de orden n x n y A una matriz de orden m x n.

Los algoritmos de conjunto activo para la solucién de PCD son métodos iterativos
basados en la equivalencia de este problema con el programa cuadrdatico con restric-
ciones de igualdad (PCl) resultante de considerar Unicamente las restricciones acti-
vas en el éptimo de PCD, que forman el denominade conjunto activa. Bdsicamente,
en cada iteracién del algoritmo se realiza una prediccién del conjunto activo, deno-
minada conjunto de trabajo, formada por un conjunto de restricciones linealmente
independientes que se tratardn como igualdades en la iteracién actual. Si la predic-
cidn es correcta, la solucién del PCI cuyas restricciones son las incluidas en el canjun-
to de trabajo es el 6ptimo de PCD. En caso de que el conjunto de trabajo no sea el
conjunto activo, se determina un nuevo punto, un nuevo conjunto de trabajo vy se
inicia una nueva iteracién.

La estrategia de controlar la inercia consiste en determinar el conjunto de trabajo
en cada iteracién de forma que la hessiana reducida tenga a o sumo un autovalor
no positivo. Para ello es preciso que la eliminacidn de restricciones se realice Unica-
mente cuando la hessiana reducida es definida positiva.

El primer método que controla la inercia (MCI) fue propuesto por Fletcher (1971).
Posteriormente, se desarrollaron otros MCls, como los métodos de Gill y Murray
(1978), Gill, Murray, Saunders y Wright (1991), Gould {1989) y Hoyle (1986).

El método QPSFA propuesto por Hoyle (1986} es un MCI primal de una tnica
fase, en el que la sucesién de iterantes generada no es necesariamente factible. En
esta situacién, el conjunto de trabajo puede contener restricciones insatisfechas. Como
consecuencia, existe la posibilidad de que la restriccién alcanzada en una iteracién
sea linealmente dependiente del conjunto de trabajo. Hoyle (1986) obtuvo una serie
de resultados para la deteccidn y solucidon de este problema, desarrollando la que
denomind regla de la singularidad. Una vez alcanzado un punto factible, QPSFA se
convierte en un MC! primal-factible, semejante al método de Gill y Murray (1978).

En este trabajo, se consideran las particularidades introducidas en el MCI por el
hecho de que la solucidn de iterantes no sea necesariamente factible, mientras no se
alcanza la factibilidad. Especialmente, se analiza la posibilidad de que la restriccion
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alcanzada en una iteracién sea dependiente del conjunto de trabajo, y el problema
de la deteccidn de la infactibilidad de PCD.

La estructura de este trabajo es la siguiente. En §2 se presenta el método de
Hoyle. La deteccién y tratamiento de la dependencia lineal de la restriccion alcanza-
da del conjunto de trabajo, la actualizacién de la direccién de blsqueda en esta
situacién y la deteccion de la infactibilidad de PCD son objeto de estudio en §3.
Finalmente, en §4 se presentan las conclusiones de este trabajo y futuras lineas de
investigacion.

2. Exposicion general del método QPSFA

Sean x el iterante actual, A una matriz de orden t x n y rango t, cuyas filas son las
normales de las restricciones incluidas en el conjunto de trabajo, r=Ax-b el vector de
residuos en x, y g=Bx+c el gradiente de q en x.

El algoritmo QPSFA propuesto por Hoyle {1986) genera una sucesién de puntos,
no necesariamente factibles, donde el sistema empleado para la determinacién de la
direccidn es el mismo, sea o no factible el iterante actual. Por ello, su método es un
método de una dnica fase. Esta denominacién se emplea en contraposicién a los
métodos de conjunto activo primal-factibles que emplean dos fases: una primera de
factibilidad, y una segunda de optimalidad. Basicamente, los pasos de QPSFA son
los siguientes:

Paso 0: Determine qué restricciones (linealmente independientes) insatisfechas o sa-
tisfechas en el punto inicial estdn en el conjunto de trabajo inicial. Asi, las
restricciones en el conjunto de trabajo determinan la matriz A de ordentx n
(tn), y los vectores b y r. Se denotardn con el subindice "' a vectores o
matrices relativos a restricciones no incluidas en el conjunto de trabajo.

Paso 1: Test de convergencia.

Paso 2: Determine la direccion de bisqueda y el vector de multiplicadores de
Lagrange, resolviendo el sistema de Karush-Kuhn-Tucker (KKT):

—d B A" d g
K = = - P
A A 0 -4 r 2

Paso 3: O se elimina una restriccién o se calcula la longitud de paso:

a) Si se elimina una restriccién, actualice K y vuelva al Paso 1.
b) Si se calcula la longitud de paso, vaya al Paso 4.
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Paso 4: Actualizacién: x « x+od, F < {(l—a)r, Fo—rntoAd . Sia<), seanc-
de una restriccion al conjunto de trabajo y se actualiza K. Vuelva al Paso 1.

Para la solucién del sistema KKT {2) en el paso 2, Hoyle {1986) propone el em-
pleo de la factorizacién TQ de la matriz A:

AQ=A(Z|Y)=(AZ|AY)=(0]|T) (3)

donde Q es una matriz ortogonal de orden n x n y T=(t) es una matriz triangular
inferior reflejada de orden tx t; esto es, ‘rq=0, Vi,je{l,... .t} /i+jt, de modo que es la
imagen especular de una matriz triangular inferior. Las columnas de la matriz Z de
orden n x (n-t) forman una base de Ker(A)={ucR" / Au=0}, ya que AZ=0y
rg(A”| Z)=n. En este caso se dice que Z es una matriz de espacio nulo de A. La matriz
Z'BZ se denomina hessiana reducida respecto de A, o simplemente, hessiana redu-
cida.

En caso de que Z'BZ no sea definida positiva, la hessiana B en el sistema (2) se

sustituye por una hessiana modificada g, definida seguin:

B= (4)

B si Z' BZ es definida positiva
B+ozz'  enotrocaso

El escalar >0 en (4) se escoge de modo que ZT g Z sea definida positiva, y z es

la dltima columna de la matriz Z. De este modo, la determinacién de la direccién de

busqueda se realiza en cada iteracién con una hessiana reducida (quizd modificada)

definida positiva, resolviendo el sistema de ecuaciones de espacio nulo equivalente a

(2):

Td, =—r
Z'B7Zd,=-7Z"g-Z"Byd,
d=Yd, +7d, )

TTA=Y"(g+ Bd)

para cuya solucién se emplea la factorizacién de Cholesky de Z'BZ .

La eliminacion de una restriccidn en el paso 3 depende de si el iterante actual es
factible o infactible respecto de las restricciones incluidas en el conjunto de trabajo.
En cualquier caso, para poder realizarse la hessiana reducida ha de ser definida
positiva. En un iterante factible es posible eliminar una restriccién del conjunto de
trabajo y determinar una direccién de bisqueda de descenso y factible respecto de la
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restriccion eliminada siempre que el multiplicador correspondiente sea negativo. En
un iterante no factible, sélo es posible asegurar que la nueva direccién es factible
respecto de la direccion eliminada si B es definida positiva, de modo que sélo en este
caso se permite la eliminacién de restricciones en iterantes no factibles respecto del
conjunto de trabajo.

La adicién de restricciones se realiza cuando una restriccidn limita el paso en la
direccion de busqueda, y de modo que no se aumente la infactibilidad de ninguna
restriccion insatisfecha. Asi, el mdximo tamario de paso factible en la direccidon d se
define como:

Oy = Mino, (6.a)
donde: _
—  sia d<0, igV(x)
a d
a, =4 0 sig d<0,ieV{x), il
{6.b)
+ oo en otrocaso

y V{x) denota el conjunto de restricciones insatisfechas en el iterante actual. El tama-
fio de pase se toma como:

(6.c)

~ {min(l,ap)si 7' BZ es definida positiva o si r=0

Oy  enolrocaso

De este modo un pasoe unitario en la direccién de bisqueda si r20, hace activas las
restricciones incluidas en el conjunto de trabgjo.

2.1. El tratamiento de la dependencia lineal del conjunto de trabajo en QPSFA

En QPSFA se diferencia entre restricciones generales y cotas sobre las variables. Si
el nimero de cotas en el conjunto de trabajo A es n_, y ef nmero de variables libres
es n =t-n,, la matriz A de orden t x n__denota la parte de la matriz A correspondiente
a las variables libres. Para determinar qué restriccién del conjunto de trabgjo (si exis-
te} intercambiar por la restriccién alcanzada, Hoyle (1986) propone resolver el si-
guiente sisterna de ecuaciones para B:
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A, hYd\ (r .

donde 4 denota la nueva direccién, excepto la componente correspondiente a la
restriccion a eliminar, que se denota por B. Los casos son los siguientes:

i} Sise alcanza una cota e, entonces k=e,, y q=0. De este modo, fuerza que la
i-ésima componente de 4 sea igual a cero.

ii) Si se alcanza una restriccién general a. , entonces k consiste en los elementos
libres de a y q=r es el residuo correspondiente. De este modo, el punto
x+  satisface la restriccion i-ésima.

iii) Si se elimina la restriccién general a,del conjunto de trabajo, entonces h=-e;.

iv) Sise elimina la j-ésima cota del conjunto de trabajo, h consistird en los elemen-
tos de la j-ésima columna de A, correspondiente a la variable que se hace libre.

v) Si se alcanza la restriccién general a, y se elimina la j-ésima cota, entonces m
es el elemento de ia i-ésima fila y j-ésima columna de A. En otro caso, m es
cero.

En lugar de resolver para B un sistema de la forma (7) para cada restriccion en el

conjunto de trabajo, Hoyle (1986) muestra cdémo simplificar su determinacién em-
pleando la factorizacién TQ de la matriz A :

AQ =A (ZL|YL) =(AZ |ALYL) = (OlTL)
Para ello se determina la solucién u del sistema:
Y, = uTT, (8)

y a continuacion, se determina un valor de B para cada restriccién en el conjunto de
trabajo segin:

;
_q-ur
h W h-m

(9)

El vector u sélo necesita ser calculado una vez para todos los B. Si el denominador
es no nulo, B existe, de modo que el nuevo conjunto de trabajo seria independiente.
Si B es positivo {suponiendo que la restriccion eliminada j-ésima estd en su cota
inferior), la nueva direccién de busqueda serfa factible con respecto a la restriccion
eliminada. En consecuencia, se ha determinado una restriccién g eliminar si P tiene
el signo correcto.

Sin embargo, tras la resolucién del sistema (8) y la determinacién de un valor de
b para cada restriccién, aiin restaria determinar la nueva direccién de bisqueda.
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Ademds, la direccidén de buasqueda se ha de determinar en cada iteracion resolviendo
el sisterna (2) con una hessiana reducida (quizd meodificada) ZF Z definida positiva,
para que se pueda aplicar el teorema 2 sobre la deteccién de un problema infactible.

En el siguiente apartado, desarrollaremos los resultados precisos para la detec-
cién de la dependencia lineal del conjunto de trabajo, simplificando la determinacion
de una restriccion conveniente del conjunto de trabajo para intercambiar por la res-
triccién alcanzada y la deteccidn de la infactibilidad de PCD. Ademds, la Gnica supo-
sicion sobre la determinacién de la direccién de busqueda es que ésta sature los
restricciones incluidas en el conjunto de trabajo.

3. La dependencia lineal del conjunto de trabajo

Una particularidad introducida por el hecho de que la sucesién de iterantes no sea
necesariamente factible consiste en que la restriccidn alcanzada en una iteracién
pueda ser linealmente dependiente del conjunto de trabajo. En ios MCls primal-
factibles que generan direcciones de espacio nulo, los sucesivos conjuntos de trabajo
son linealmente independientes. Esto es asi porque la direccidn de bldsqueda verifica
que Ad=0, siendo A el conjunto de trabajo actual. Si se afade una restriccién a, al
conjunto de trabajo, ello es porque aZdCO. Si a, fuese dependiente del conjunto de
trabajo actual, tendriomos que oq=ATy. Muitiplicando ambos términos por d7, resulta-
ria una contradiccidn, pues:

d'a,=d"ATy=0

Si el conjunto de trabajo actual contiene restricciones insatisfechas en el iterante
actual, de modo que r=0, la restriccion alcanzada podria ser dependiente del conjun-
to de trabajo. En este caso, la direcciéon de busqueda verifica que Ad=-r, de mado
que:

a’Tacf =d"ATy=-d"r

con lo gue no se incurre, necesariamente, en la contradiccidn senalada con anterio-
ridad.

Una hipétesis bdsica del método de conjunto activo es la independencia lineal del
conjunto de trabajo. Si la adicién de una restriccion hace que el nuevo conjunto de
trabajo sea dependiente, se debe determinar una restriccién para eliminar de modo
que el nuevo conjunto de trabajo sea independiente y la nueva direccion de busque-
da sea factible respecto de la restriccién eliminada.
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3.1. Notacién y resultados previos

Supongamos que A es una matriz de orden t x n, t<n, tal que rg(A)=t, y que la

matriz A* se diferencia de A Gnicamente en la dltima fila, que seria fa normal ai, , de

A
iy

Supondremos que Z es una matriz de orden n x {n-t) de espacio nulo de A, de
modo que AZ=0y rg{AT| Z)=n. La matriz Z* de orden n x (n-t-1) es una matriz de
espacio nulo de A*; esto es, A*Z*=0y rg(A*T| Z*}=n. Por |a estructura de A*, pode-
mos tomar Z*=(Z|z}. Las matrices KKT correspondientes a los conjuntos de trabajo
Ay A* serdn, respectivamente:

modo que:

B A
K =
(A 0} (10)
- B AT g,
K*= =lA 0 0 an
A* 0
a, 0 0

Lema 1.(Haynsworth (1968)) Sea la matriz simétrica M de orden m x m, particionada

como: )
vl &)
¢ R

donde la matriz cuadrada P es regular. Entonces, se verifica que:
In(M) = In{P) + In(M/P)

donde M/P=R-QP'Q".

Ala matriz M./P = R— QP’]QT se le denomina complernento de Schur de
Pen M.

El siguiente resultado muestra la relacién entre la inercia de K y la inercia
de la hessiana proyectada 77 g7 .
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Lema 2. (Gould (1985, Lema 3.4)) Si A tiene rango pleno por filas t, se verifica que:

In{K)=In{Z" BZ)+(1,1,0)

3.2. La deteccién de la singularidad en la matriz KKT

La relacidn entre las inercias de dos matrices KKT sucesivas tras la adicién de una
restriccién al conjunto de trabajo viene dada por el siguiente resultado.

Lema 3. Si K es regular, entonces:
In{K*) = In(K)+ In(~7"a,,)
siendo z la parte apropiada de la solucion del sistema
K z) (B AT 2 | ay
¥ A O Ly 0 (12)
Demostracion. Por (12) y la requiaridad de K, se verifica que:
z _ g iy
¥ 0
El resultado se sigue de aplicar el lema 1:

I{K*)=In(K)+ In(K*/K)

ﬁi)\ ): -] 0)[ ; J: —2"ay

A continuacién, consideraremos las posibles fuentes de singularidad de la matriz
KKT y como distinguirlas, tras la adicién de una restriccién al conjunto de trabajo,

teniendo en cuenta gue:

K*/K =(O)ﬁ(a§. 0) K._I

Lema 4. Sea z la parte apropiada de la solucidn del sistema (12). Si K es regular,
entonces K* es singular si y s6lo si a;,. 7= . Ademds, si K* es singular:

a) z=0 siy solo si a, e rg(AT),
b) 220 siy solo si Z*"BZ* es singular.
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Demostracion. La primera parte se sigue directamente del fema 3.
a) Siz=0, entonces de (12) resulta que ATy=a, (donde y20), de modo que
ay€ rg(AT). Por otra parte, si a, € rg(A") entonces Jy=0 tal que ATy=q,. Por
ser K regular, el sistema (12) admite una unica solucién, que serd (Q,y),
como se comprueba por sustitucidn. En consecuencia, z=0.
b) Siz#0, por a), A* tiene rango pleno. Por el lema 2,

(K*Y=In{Z*" BZ*)+(t+1,t+1,0)
En consecuencia, si K* es singular, también Z*'BZ* o es.

El lema 4 muestra que, si K es regular, tras la adicién de una restriccién la nueva
matriz K* puede ser singular por dos causas: la singularidad de la hessiana proyecta-
da Z*TBZ*, o la dependencia lineal del conjunto de trabajo A*. Ademds, proporcio-
na un método para distinguir entre ambos casos.

3.3. El tratomiento de la dependencia lineal del conjunto de trabajo

Una hipdtesis basica de los métodos de conjunto activo es la independencia lineal
del conjunto de trabajo. Si se alcanza una restriccién linealmente dependiente del
conjunto de trabajo actual, no puede ser anadida inmediatamente al conjunto de
trabajo, sino que antes habra que eliminar una restriccién de éste. La restriccién a
eliminar se elegird de modo que el nuevo conjunto de trabajo sea independiente, v la
nueva direccion de busqueda sea factible respecto de la restriccion eliminada.

Supongamos que se alcanza una restriccidn a,, en la direccién d, y el tamaro de
paso es o=, <l.El siguiente teorema considera la situacién en la que la restriccion
alcanzada a, es dependiente del conjunto de trabajo actual. Si

Ag
A=P
ady

es el conjunto de trabajo actual, donde P una matriz de permutaciéon apropiada,
denominaremos
A
T
ay

A=

al nuevo conjunto de trabajo, resultado de eliminar una restriccién a, del antiguo,
y anadir la restriccién alcanzada a,,. £l vector de residuos correspondiente sera:
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donde ry =r, +aayd y 7, =(1-) r, .
Teorema 1.

Supongamos que el conjunto de trabajo A es linealmente independiente, la direc-
cibn de busqueda d verifica que

Ad=- r@(Af }1 = —(rs J (13)
ag Ye

y se alcanza la restriccién a,, con un paso a.< 1, definido por (6). Supongamos que a
es linealmente dependiente del conjunto de trabajo A; esto es, existe un vector ye Rt
tal que:

ay=A"y=Afy; +agy, (14)

Siy,>0, el conjunto de trabajo Z resultante de eliminar a, y anadir g, al conjunto
de trabajo, es linealmente independiente. Ademas, si la nueva direccion de busque-

da se escoge de modo gue
TI_ = As V5 s
Ad=—rFe| [ =" (15)
ay Py

entonces, el punto x+d satisface estrictamente la restriccion a; esto es,
T3 —

Demostracién. Si q, es linealmente dependiente del conjunto de trabajo A, por la
independencia lineal de A existe un vector y20 dGnico tal que se verifica (14). Puesto
que y20, es posible intercambiar a,, por a,, y el conjunto resultante sigue siendo
independiente, de modo que el conjunto de trabajo 4 es linealmente independiente.

Denominaremos x=x+od ,y

F -
7= s =Alx+ad)-b=r-ar=01-a)r= ( s

Py (1-a)r, (1)
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O bien >0, y entonces r, =0 (se alcanza la restriccion a,, antes inactiva), o bien
=0, en cuyo caso F,=0sila restriccion a, era activa y no estaba en el conjunto de
trabajo, o r, <0si a, es una restriccion insatisfecha. En cualquier caso, #,<0.

Multiplicando (14) por g7y empleando (15}, tenemos que, por una parte

d A"y=d"a, =-F,
y por otra, empleando (14),
d"A"y=d"A{y;+d a,y, =Ky +d ay,
lgualando ambas expresiones y puesto que, por hipétesis, y 20, tenemos que:
’75T Vs Ty

dTa, =527 (17)
Y

Empleando (16), tenemos que:
Fly=(0-a)r"y=F y, +7. v,
Empleando (13) y (14), por ser o<1, resulta que

>0
——

(1-a)d'a, > 0, si a,, es satisfecha
Fy=(1-o)rTy=-(1-c)d"Aly= SR

(I-a)d"a,, =0, si a,, es insatisfecha

de modo gue
7y, >—F.v, 20,sia, cssatisfccha (18.a)

f;rys Z—i,yp 20, sta, esinsalisfecha (18.b)

pues — .y, =1 ~a)r.y, 20. Empleando (17) y (18), tenemos que:

T ST
F.y.—F T . o
apd =275 M2V 5 g sia essatisfecha
Y Y

, o,
e Ko Ve = F Foy . .
7 - i p =
apd =222 > 575 > 5 sia, esviolada
Ye Ye
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En cualquier caso, resulta que:

e
agd >-r,

de modo que con la direccidn asi determinada, el punto x+d satisface estrictamente

la restriccidn eliminada a;.

Supongamos que se alcanza una restriccidn dependiente, y que se determina una
restriccion del conjunto de trabajo para intercambiarla por la restriccién alcanzada,
empleando el teorema 1. El siguiente lema muestra que si las columnas de la matriz
Z forman una base de Ker(A), también forman una base de Ker( 4 ). Por lo tanto, el
intercambio de restricciones no afecta a la inercia de la hessiana reducida, de medo
que lo estrategia de controlar la inercia no se ve afectada.

Lema 5. Supongamos que las columnas de la matriz Z forman una base de Ker(A).
En las hipdétesis del teorema 1, si se ha determinado una restriccién conve-
niente para eliminar a,, las columnas de la matriz Z también forman una

base de Ker{ 4 ).

Demostracion. La matriz Z veritica que AZ=0. Puesto que A'y=q,, tenemos que

AZ=0, a,Z=y"AZ=0 = AZ=0

de modo que las columnas de la matriz Z también forman una base de Ker{ 4 ).

En consecuencia, tras el intercambio de restricciones, la matriz Z no varia, de
modo que la hessiana reducida tampoco lo hace: Z'BZ=2" BZ .

Si se realiza un tratamiento diferenciado de las restricciones generales y las cotas,
denominaremos C al conjunto de trabaje actual, particionado segin:

c=| A A (19)
0 I,

Las filas de la matriz A=(AL1AF) son las normales de las restricciones generales
incluidas en el conjunto de trabajo actual, particionada en la parte A_ correspondien-
te a las variables /ibres y la parte A, correspondiente a las variables fijas en el valor de
la cota correspondiente incluida en el conjunto de trabajo.

En este caso, particionamos el vector a segun:

tly
Uy =
a,
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Entonces, calcularemos el vector "y" de (12), segun:

0 AI:,F ¥Ye a, AI Yo =4,

1 Ai ¥Ya ar yC:aF_A!{yG (20)

donde y_ es la parte del vector 'y" correspondiente a restricciones generales en el
conjunto de trabajo, ey, es la parte del vector "y" correspondiente a las cotas inclui-
das en el conjunto de trabajo.

El siguiente resultadoc muestra que la hessiana reducida correspondiente a las
nuevas variables libres, coincide con la antigua. 5i Z, es una matriz de espacio nulo
de A, se verifica que

Z,
7=
0

es una matriz de espacio nulo de C, pues:

op oA ArYZ)_(0 20
o 1,10/ lo

Lema 6. En las hipodtesis del teorema 1, supongamos que C es el conjunto de traba-
jo actual, se intercambia la restricciéon alcanzada dependiente por una res-
triccion incluida en C, y que ( es el nuevo conjunto de trabajo. Entonces,
se verifica que 7] B, Z,=Z] B, Z, , donde B, es la parte de la hessiana B,
correspondiente a las nuevas variables libres.

Demostracion. Por ellema 5, las columnas de la matriz Z forman una base de Ker{ ).
Si se alcanza la restriccién general o, la particionaremos segun

al :(a,T_ a,T)

- . s - i T
Si se alcanza la cota e, la particionaremos seginey = (eL 0).

Caso 1:
Intercambio de dos restricciones generales. Puesto que C'y= a, , obser

vando (21), tenemos que:

AZ =0, a\Z=alZ =y'CZ=0
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de modo que KLZLzo, y tas columnas de la matriz Z, también forman una base de
Ker(KL). Puesto que B, =B, (ya que las variables libres y fijas no han variado),
resulta que:

Z/'B Z =Z[B Z,

Caso 2:

Intercambio de dos cotas. Como 'AL:AL, las columnas de Z, también
forman una base de Ker(KL). Puesto que CTyzeN , tenemos que

AZ =0, elZ=e¢Z =y'CZ=0
Ademds, se intercambian las filas t.-ésima y t,-ésima de B, de modo que:

B, =B, +(b_—by)e] +e (b} =bL)-b e el

donde b_es la parte /ibre de la columna afadida (la t,-ésima) y b, derota
la parte fibre de la columna eliminada (la t-ésima) de B, y b, es el t-
ésimo elemento de b -b, .

Ahora,
ZEELZL = ZIBLZL+ ZIT, (b, — by )aEZL +ZI‘3L (blT - b; )ZL_bddzzeLeIZL =ZIBLZL
Caso 3

Se anade una restriccion general y se elimina una cota. Puesto que se
elimina una cota, una variable fija se hace libre. Supondremos, por simpli-
cidod, que es la primera variable fija la que se hace libre (en otro caso, se
reordenan las variables fijas). Ahora, (21) resulta:

ZL
A, |ANZ,
CZ= = 0 |=0
01, L0 -
0

Para el nuevo conjunto de trabajo, tenemos que:

o ag o ag|fZ,
(A, A NZ)Y
CZ= } =CZ=|A, a A.|l0]|=0
o 1,)lo0
o o I, Jlo
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_ (24
de modo que las columnas de Z, = 0 } forman una base de Ker(KL).

La nueva parte libre de la hessiana se forma orlando per la fila y la colum-
na correspondiente a la variable que se ha hecho libre:

B, b
B, =
b" B
y la nueva hessiana reducida fibre seria:

== T BL b ZL‘ T
2[B,Z =(z; 0} _ =Z,B,Z,
" B)L 0O

Caso 4:

Se anade una cota y se elimina una restriccion general. Puesto que se
anade una cota, una variable antes libre ahora se hace fija. Supondremos,
por simplicidad, que es la Utima variable libre la que se hace fija (en otro
caso, se reordenarian las variables libres). El sistema (21) seria ahora:

AL AF] ZL
CZ=
o I,/L0
. (A AF} Z
CZ=
0 1.jL0

de modo que

Il

Puesto que una variable antes libre, ahora se hace fijg, la nueva parte libre
de |la hessiana, seria:
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B, b

B, =
L bT B

y la nueva hessiana reducida fibre:

., B, b)(Z,) _  _
ZB.Z, :(le, 0) :~ C = Z,B Z,
b B)L 0O

En consecuencia, en todos los casos, se verifica que Z7 B, Z, =Z/B, Z, .

Los lemas 5y 6 indican que si se mantiene una factorizacién de la hessiana redu-
cida y se produce un intercambio de restricciones en el conjunto de trabajo, fruto de
la aplicacién de la regla de la singularidad, no es necesario actualizar la factorizacién
de Cholesky (quizé modificada) de la hessiang reducida, pues ésta no varia. Ademds,
muestran que la estrategia de controlar la inercia no se ve afectada por el intercam-
bio de restricciones, pues la inercia de la hessiana reducida no varia.

3.4. La deteccién de la infoctibilidad de PCD

El siguiente teorema demuestra que, en las condiciones del teorema 1, si y<0,
entonces el problema PCD es infactible.

Teorema 2.

En las hipétesis del teorema 1, si y<0, entonces el problema PCD es infactible.

Demostracién. Uno de los teoremas de la alternativa (véase Rockafellar (1970, p.
201)), indica que de las dos aiternativas siguientes sélo se cumple una:

a) Ix tal que Gx = h,

b} dw <0 tal que G'w=0, wTh<(.

v B
Tenemos que ATy=aq,, de modo que dw= 50, tal que (A dN) = U,

-1
donde w0, puesto que y<0. Ademds, empleando {18), tenemos que:
T'y>0, sia, essatisfecha

F'y>0, sia, esinsatisfecha
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de modo que, en cualquier caso:

~ _ T Tew . —
rTy-t, >0 & (y —1)- =y T4 <0
A -T
Identificando en las alternativas anteriores, G= _ h= _ |, resulta que no

ay —Iy
existe un vector d tal que Ad>—TF
Tds_7
ayd=-r,

de modo que el problema PCD es infactible.

De los teoremas 1 y 2, se sigue que es posible intercambiar la restriccion depen-
diente alcanzada por una restriccién a; del conjunto de trabajo de modo que la
nueva direccion de busqueda sea factible respecto de la restriccion eliminada, si y
sélo si la correspondiente componente del vector y es positiva; esto es, y,>0. Sino es
posible efectuar este intercambio, porque y<0, el problema es infactible.

Hoyle (1986, teorema 2) demuestra un resultado similar al teorema 2 anterior,
derivado a partir de su regla de la singularidad. Sin embargo, en el resultado alli
expuesto se supone que en el sisterma (2) para la determinacion de la direccion de
busqueda, la matriz hessiana B se sustituye por la matriz  definida en (4), de forma
que 7'R7 sea definida positiva. El teorema 1 no exige que la determinacion de
busqueda se realice mediante el sistema (2). Sélo se supone que la direccién de
basqueda en cada iteracidn satura las restricciones inciuidas en el conjunto de traba-
jo; esto es, que Ad=-r. En consecuencia, existe mds libertad para la determinacion
de la direccidén de busqueda que la empleada por Hoyle (1986).

3.5. La deteccién de la dependencia del conjunto de trabajo

Si se emplea la factorizacién RQ del conjunto de trabajo, la dependencia de la
restriccion alcanzada del conjunto de trabajo puede ser detectada al realizar su ac-
tualizacion. Si se distingue entre restricciones generales y cotas, el conjunto de traba-
jo seria C definido en (21}. Si tenemos la factorizacién RQ de la matriz A :

AQ =A (Z 1Y) =(AZ [AY ) =(0[R)
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donde R _es una matriz triangular superior de orden n xn,, se obtiene la factorizacién
RQ del conjunto de trabajo segiin:

AL A YZ Y, O AZ AY A, 0 R, A;
CQ= = = =(0 R)
0 I, 10 0 I, 0 0 L. 0 o I,
donde R es una matriz triangular superior de orden txt.

. _ e T T T .
Si se anade una restriccidon general de normal a,, =(a 4 Jal conjunte de tra-
N L F ]

bajo, se coloca en la primera posicién, de modo que:

T T T T T

— a, a,Z, ayY, Wz Wy

AQ, = Z, Y, )= = (22)
A, AZ ALY, 0 R,

Para reconstruir la factorizacion RQ de la matriz A _ ha de reducirse el vectorw, a

un mdltiplo no nulo de e__;:

wi, =0 v)=ve,

Entonces, tendriamos la factorizacién RQ de A, de:

T T T

— = - w, wy|(Q; 0 0 v wy —

AQ =A QT = = =(O RL)
R, 0 I, 0 0 R,

de modo que:

- wr wl Q, 0 0 v w, -
A0 =A0T = "¢ 77 z = Y1={0 R (23)
00 =AQT, (0 RL][O IL] [O 0 RJ 0 &)

Sin embargo, si w, es nulo, no es posible redlizar el proceso anterior, de modo que la
restriccion anadida es dependiente de kas anteriores (la nueva R, seria singular).

Para determinar la restriccién a eliminar del conjunto de trabajo (si hay alguna
restriccién adecuada), se resuelve el sistema (20). Multiplicando la primera ecuacién
de (20) por ¥, resulta el sistema equivalente:

Ry, =w
R (24)

’ Yo =8r ~Apyg

pues Y, a, =w, (véase (22)).
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Si se afiade una cota al conjunto de trabajo, la t,-ésima, el nuevo conjunto de

_{C
trabajo seria CH o , de modo que:
"N
: AI. A!-' ZL Y,A 0 AI.ZL A!.YF, AF. 0 RI. AF
ce=| 0 I, 0 0 7 =l 0 0 I, =0 0 171,
e, 0 o\ez, ey, 0 ) gz g O
donde el vector definido por
| 4z
L =
gy

es la t,-ésima fila de la matriz Q, correspondiente a la variable hecha fijg; esto es,
q{ es la fila t,-ésima de Z, y CII es |a fila t,-ésima de Y. En consecuencia, si q_es
nula, la cota afadida es combinacion lineal de las restricciones en el conjunto de
trabajo.

En este caso, (20) es equivalente al sistema;

T, .
R, ys =gy (25)
Vo =ar ~Apyg
Por lo tanto, en cualquier caso, la dependencia lineal del conjunto de trabajo
puede ser detectada antes de actualizar las matrices Q v R.

3.6. Actualizacién de la direccion de busqueda

En este apartado, por simplicidad, trataremos todas las restricciones como gene-
rales. Ante la presencia de restricciones insatistechas en el conjunto de trabajo, ya se
ha sefalado que los teoremas 1 y 2 sélo exigen que la direccién de busqueda haga
activas las restricciones incluidas en el conjunto de trabajo. Supongamos que se
divide la direccién de busqueda d en dos componentes:

d=d” +d"

La componente de espacio nulo d? es tat que Ad?=0. La componente de factibilidad
d" verifica que AdY=-r, sistema que es equivalente a:

Rd, =-F

_ (26)
d" =vd,
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En consecuencia, la direccion de busqueda d” ya estd en las hipétesis de los teo-
remas 1 y 2, y podria escogerse la componente d” de forma arbitraria. Por ello se
introduce mayor libertad de eleccidn en la direccidon de basqueda que en QPSFA,
mientras alguna restriccién en el conjunto de trabajo seq insatisfecha.

Supongamos que se realiza un movimiento, de tamafo w<1, en la direccién de
busqueda d=d”+d", y que se ahade la restriccién a, al conjunto de trabajo. Los
siguientes resultados muestran cémo llevar a cabo la actualizacién del vector dY, de
modo que verifique que:

Rd, =—r

_ (27)
"'=¥d,

=y

donde , es el vector de residuos de las restricciones incluidas en el nuevo conjunto
de trabajo 4 .

Lema 7. (Adicién de restricciones: caso independiente) Supongamos que las filas
de Ay la nueva restriccion g, son linealmente independientes, y que esta
restriccion se anade al conjunto de trabajo con un tamano de paso o<1,
para dar el nuevo conjunto de trabajo

,
— _[ay
A

La nueva matriz ¥ seria ¥ = (y Y) (véase (23)), v el nuevo factor trian-
gular del conjunto de trabajo es:

T
R:‘rt
0 R

Si d” verifica (26), vy se define el escalar:

—ry—(-o0i'dy

'}( = — (28)
T

entonces, el vector

d" =w+{l-a)d’ (29)
satisface (27).
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Demostracién. Podemos expresar (27) como:
. T t"Yé 7,
Rd, = R (30)
0 R |A (I-a)r

RA, =—(1—a)r (31.a)

de modo que:

§=_w"1 % (31.b)

Empleando (26), obtenemos que

A, =(1-a)d, (32)

con lo que, de (30) y (31), y empleando la definicién (28), tenemos que:

) —ry —(-a)t'd, y -
L8 I TR
(1-0)d, (1-o)d,

Multiplicado (33) por ¥, resulta {29), ya que:

d" =vd, = (y Y{(l—;d szﬂl—ml’dr =p+-ayd’
¥

Si la restriccion alcanzada es dependiente del conjunto de trabajo, es necesario
intercambiarla por una restriccion incluida en el conjunto de trabajo. En este caso,
tenemos el siguiente resultado,

Lema 8. (Adicidn de restricciones: caso dependiente) Supongamos que las filas de
Ay la restriccion alcanzada a, son linealmente dependientes, de modo

que existe un vector "y" tal que:

ATy= (AT aE{ySJ=aN (34)
Y

y que, aplicando el teorema 1, se intercambia o, por la restriccion a,.
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T
— |a
Sean A = [AN el nuevo conjunto de trabajo, y su factorizacién RQ:
s
AQ =(AZ A7)=(0 R)

Si d” verifica (25), y se define el escalar:

n=-r +( —Oc)rTy (35)
entonces, el vector
El’"=(l—a)d”+n)7" (36)
T

verifica (27), donde 1 denota el primer elemento diagonal de §, e y!
denota la primera columna de ¥ .

Demostracion. La solucién d¥ de (26), verifica que:

Ad’ .
Ad' = —rm( _f_{ . ]= —[r" ] (37)
tpd e

La nueva g7, solucién de (27), ha de verificar que:

r o ogv’ .
Ad =mpe (38)
Ad e (- 0o)rg

Supongamos que
d"=(l-a)d" +6 (39)

Sustituyendo (39) en {38), resulta:

I (1- o)y, di+a§ §\_((-aa d" +a y & _ [
(1-)Ad" +AS —(1-e)r, + A (1-e)r,

de modo que

A =0
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Empleando (34) v (37), tenemos que:
a:, d’ = yTAdY :—yTr

de modo que, para calcular d, se resuelve el sistema:

ar 5=—FN+(1—a)rTy<:>15= an _ n (4
Ab =0 A, 0

donde 1 viene definido por (35). Empleando la factorizacién RQ de 74,
una solucién a (41) puede obtenerse como:
RS, =1e,
5 =73,
Puesto que R es triangular superior, el cdlculo de d, se reduce a una Unica
division:

(42.0,b)

5, = Ze, (43)

donde 1 es el primer elemento diagonal de .
Sustituyendo en (42.b) y después en (39), tenemos que:

4" =(-a)d" +78, =(1-a)d" + 17!
T

donde y ' denota la primera columna de ¥ .

Para comprobar que, efectivamente, 7 es solucién de (27); o seq, que es
combinacién lineal de las columnas de y , mostraremos que Z7d " =0.
Puesto que, Z"d =0 siysdlosi d” erg(A’), y como las columnas de
y forman una base ortonormal de rg(A”), ya que Z7¥=0, tendremos
también que d " erg(¥Y).

Por el lema 5, podemos tomar Z=7, de modo que, empleando {36}):

Z'dr=2"ar =(I—O.’)ZTdY +HZTY] =0
T
yaque Z'd" =ZYd, =0,y Z'¥ =0.
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4. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado el problema de la dependencia lineal del conjunto
de trabajo en el MCl de una tnica fase. Los resuftados obtenidos permiten una ma-
yor libertad en la determinacion de la direccidn de bisqueda, mientras no se alcance
la factibilidad respecto del conjunto de trabajo, que la desarrollada en el método
QPSFA: Unicamente es preciso que la direccién de busqueda sature las restricciones
incluidas en el conjunto de trabajo. Una futura linea de investigacién seréd cémo
aprovechar de la forma mds eficiente posible esta mayor libertad de eleccién de la
direccion de busqueda.

También se han presentado una regla de la singularidad distinta @ la propuesta
por Hoyle (1986), y férmulas para la actualizacién eficiente de la que hemos denomi-
nado componente de factibilidad de la direccién de busqueda. Ademas del interés
puramente tedrico de este trabajo, resta efectuar una implementacidon préctica del
MCI de una Gnica fase, con las modificaciones aqul expuestas, que compruebe si
este método es competitivo en la prdctica con los métodos ya existentes para progra-
macidn cuadratica.

5. Bibliografia

FLETCHER, R. (1971): "A general quadratic programming algorithm”, Journal of the Institute
of Mathematics and its Applications 7, pp. 76-21.

GILL, P E. Y MURRAY, W. {1978): "Numerically stable methods for quadratic programming”,
Mathematical Programming 14, pp. 349-372.

GILL, P E.; MURRAY, W.; SAUNDERS, M. A. Y WRIGHT, M. H. (1984): "Procedures for
optimization problems with a mixture of bounds and general linear constraints”, ACM
Transactions on Mathematical Software 10, pp. 282-298.

GILL, P E.; MURRAY, W.; SAUNDERS, M. A. Y WRIGHT, M. H. (1991): "Inertia-controlling
methods for general quadratic programming”, SIAM Review 33, pp. 1-36.

GILL, P E.; MURRAY, W. Y WRIGHT, M. H. {1981): Practical Optimization, Academic Press,
London,

GOMEZ, M. A. (1997): "Métodos de conjunto activo que controlan la inercia para la solucién
de programas cuadrdticos generales”, Tesis Doctoral, Departamento de Economia Apli-
cada ll, Universidad de A Coruna.

GOULD, N. 1. M. {1985} "On practical conditions for the existence and uniqueness of solutions
to the general equality quadratic programming problem’, Mathematical Programming
32, pp. 90-99.

GOULD, N. I. M. (1989): "An algorithm for large-scale quadratic programming", Report CSS
219, AERE, Atomic Energy Research Establishment, Harwell, UK.

HAYNSWORTH, E. V. {1968): "Determination of the inertia of a partitioned Hermitian matrix",
Linear Algebra and its Applications 1, pp. 63-78.



60 Estudios de Economia Aplicada

HOYLE, 5. C. (1986): "A single-phase method for quadratic programming”, Report SOL 86-9,
Department of Operations Research, Stanford University, Stanford, California.

MURRAY, W. (1971): "An algorithm for finding a local minimum of an indefinite quadratic
program", Report NAC 1, National Physical Laberatory, United Kingdom.

ROCKAFELLAR, R. T. (1972): Convex Analysis, Princenton University Press, Princenton, New
Jersey.



